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ВВЕДЕНТЕ. 


Уравненіе, извфетное подъ назвашемъ „уравнения Риккати”, 
получило свое названіе по имени итальянскаго геометра Якова Pur- 
кати (род. въ Венещи 1676 r., ум. 1775 г.); изучая одно дифферен- 
щальное уравненіе второго порядка, Риккати пришлось интегриро- 
вать уравнен!е: 


а" = du + Ч аг, 


гдф q есть нЪкоторая функція Orb м их, а т постоянное. Въ 06- 
щемъ видЪ интегрированіе этого уравненія не возможно; Риккати 
замътилъ, что его нельзя обынтегрировать въ общемъ вид% и тогда, 
когда будемъ считать 9 функціею одного перемфннаго æ. По поводу 
этого Риккати заявляетъ, что онь много трудилея надъ этимь BO- 
просомъ и въ концф концовъ не знаетъ, ошибается ли онъ, или эта 
задача превышаетъ его силы; и вотъ онь бросаетъ вызовъ совре- 
меннымъ математикамъ, ставя имъ для ръшенія слфдующую задачу: 
считая въ предыдущемъ уравнени показатель M даннымъ и прини- 
мая, что Q есть нЪкоторая степень 2, т. е. 


9= =", 
найти, каково должно быть значене показателя N для того, чтобы 
въ уравненш можно было раздфлить перемЪнныя. (Ut igitur ad hanc 


inquisitionem profundiores analysis et geometriae cultores excitem, sequens 
problema propono. In superiori formula dato ad libitum exponente m, 
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statuatur quantitas 9 == 2". Peto, qua ratione determinandi sunt valores 
alterius exponentis n, ut succedat indeterminatarum separatio et aequatio- 
nis constructio per solas quadraturas) *). 

Вызовъ Риккати не долго оставалея безъ отвЪфта: векорЪ за 
нимъ послЪдовало нЪеколько статей одна за другою, и затЪмъ уже 
уравненіе, получившее названіе Риккатіева, не переставало занимать 
математиковъ. Въ томъ же romb Suppl. Act. Erud., непосредетвенно 
послЪ цитированной статьи Риккати, находимь статью Даніеля Bep- 
нулли, въ которой онь, между прочимъ, пишеть, что онъ самъ, рав- 
но какъ его братъ, Николай, и отець рЪшили задачу Риккати; pb- 
шенія своего брата онъ-де не видбаь, но, сравнивъ свое рЪшеніе 
съ рьшенїень отца, онъ убвдилея, что они оба различными метода- 
ми пришли къ тому же результату; это даетъ ему поводъ думать, 
что случаи, ими найденные, суть единственно возможные. Желая, 
по господетвовавшему тогда обычаю, скрыть свое ръшеніе отъ дру- 
гихъ математиковъ, дабы, какь онъ заявляетъ, не лишить ихъ же- 
ланія самимъ испытать свои силы надъ этимъ вопросомь, онъ IO- 
даетъ свое рЪшеніе въ вид криптографа. (Solutionem addo, пе ta- 
теп aliis idem tentandi occasionem айітат, Шат characteribus occultis 
involvo, vrevelaturus significationem, quando tempus postulaverit); воть 
форма, въ какой Д. Бернулли подалъ свое ръшеніе Риккатїевой 
задачи: 

24а, 66, бе, 84, 33e, 5/, 24, 4h, 33i, 6l, 21т, 26n, 160, 8р, 

54, 17r, 168, 254, 32u, 52, Зу, +, —, —, +, =, 4, 2,1. 

Са дуюшая по времени статья, относящаяся къ уравненїю Рик- 
кати, принадлежитъ Христіану Гольдбату. Изъ нижецитируемой его 
статьи мы узнаемъ, что задача, обнародованная Риккати въ 1724 г., 
была въ обращены среди математиковъ гораздо раньше; такъ въ 
1721 году (или даже еще раньше) Риккати частнымъ образомъ пред- 
ложилъ свое уравнене Николаю Бернулли, подавъ его въ формЪ: 


аа!" ах + by? æ? dæ = dy. 


1) Animadversiones in aequationes differentiales secundi gradus, 
auctore Co. Jacobo Riccato.— Actorum Eruditorum quae Lipsiae publi- 
cantur supplementa, tomus VIII an. 1724, pag. 66—73. 
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Гольдбахь нашелъ, что уравненіе 00456 общаго вида. 


ауа" + Бук? dæ = dy 
имфетъ ;интегралъ: 


21 
у — сх SI, 


DUR с есть корень уравнения. 


ij- фе— Hacs стал 

Ё пў 

23 если показатель M равень: 

i E i н о aki 

s: n--1 
"ЗЯ Николаю Бернулли удалось найти еще другіе случаи интегри- 
>: руемости; наконець въ письмъ отъ 6 декабря 1721 года H. Бернул- 


ли заявллетъ Гольдбаху, что онь нашелъ, что предложенное уравне- 
_ mie ръшаетея при условіи: 


--20р--4и- р 
ged, г T 

1 ryb р -— раціональное число, а п — цълое. Cams Н. Бернулли зая- 
HN вляетъ объ этомъ въ своей статьЪ: „Analysis aequationum quarundam 
SR 4Шегепїайши 1), гдЪ онь даетъ значеніе m: 

Neis 

Dem = 
E Яг Bé A 

Ї 2+1 


(с — произвольное цфлое число), при которомь уравненіе: 
ax” dx + by? dæ = dy 
интегрируется въ конечномь вид%. 
Впервые полный и простой выводъ елучаевъ интегрируемости 

_ уравневія Риккати находимъ у Эйлера въ первомъ том его трак- 

тата объ интегральномъ иечислени °). Эйлеръ писалъь уравнеше 
Риккати въ форм: 
: ES +u? e att; 


1) Commentarii academiae scientiarum Imperialis Petropolitanae, 
= t Iadan, 1726. 1728 p. 198—207. 

; 2) Leonhardi Eaderi.—Institutiones calculi integralis, t. I, sectio 
e ОЧ, caput I: „Юе separatione variabilium“ р. 271—275. 
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къ этому виду первоначальное уравненіе Риккати приводитея под- 
становкою: 
а" (п 1) Ё. 
Во второмъ том того же сочинения ') Эйлеръ излагаетъ свой 
методъ интегрированя безконечными рядами линейнаго дифферен- 
шальнаго уравнения: 


2 
Фа 


dx? 

которое находится въ непосредетвенной связи съ уравненіемъ Рик- 
кати. Заслуги Эйлера по отношенію къ уравнению Риккати на этомъ 
однако не оканчиваются. Въ 1785 г. появляется второй томъ его 
сборника: „Opuscula апа]уйса“ 21. въ которомъ онъ показываетъ, что 
къ интегрировано уравненія Риккати приводится задача вычисленія 
одного обширнаго класса непрерывныхъ дробей, и затъмъ, обратно, 
показываетъ, что интегралъ уравненїя Риккати всегда можетъ быть 
предетавленъ въ видЪ безконечной непрерывной дроби. Cams Euler 
замфчаетъ при этомъ, что онь первый занимается интегрированіемъ 
уравненія Риккати въ случаЪ, когда его интеграль не берется въ 
конечномъ видЪ 3). Методъ непрерывныхь дробей мы находимъ у 
Эйлера еще въ неусовершенетвованномъ видЪ гораздо раньше: въ 
1739 г. въ нижецитируемомъ сочинении 9). 

Послъдующіе математики, занимавииеся уравненіемъ Риккати, 
изучали, каждый по своему, условія интегрируемости этого уравне- 
нія въ конечномъ видЪ, и веб приходили къ тому же результату. 
То обстоятельство, что не удавалось находить другихъ случаевъ ин- 


1) Ещег.—Чос. cit. t. II, sec. I, cap. УП: De resolutione aequa- 
tionis А0 1 аа"у = 0 рег series infinitas, р. 151—182. 

2) Euler. — Opuscula analytica. Рейгорой +. II, р. 217 — 239: 
„Зипипайо fractionis continuae, cuius indices ete. 16.5, 

3) p 14 quod utique maximam attentionem meretur, cum пш 
adhuc modo ista aequatio praeter casus integrabiles tractari potuerit“. 
Нужно однакожъ замфтить, что Эйлеровъ методъ непрерывныхъ дро- 
бей даетъ только частные интегралы. 

4) Euler.—,„De fractionibus continuis observationes“. Comm. ас. 
sc. Imp. Petr. 1739. t. XI, p. 32—81. 
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тегрируемоети, кром давно извЪетныхъ, должно было наводить ма- 
тематиковъ на мысль, что эти случаи— единственные. И въ самомъ 
"Eat, въ одной изъ своихъ работъ, о которой pus впереди, Miy- 
вилю удалось доказать это положеніе. До этого времени, кром 
случаевъ интегрируемости, математики старались представить общій 
интегралъ уравненія Риккати въ общемъ видЪ въ формЪ безконеч- 
ныхъ рядовъ и опредъленныхъ интеграловъ, содержащихъ независи- 
мое перемънное въ качествЪ параметра. Сюда относится первая pa- 
бота Лувиля объ уравненш Риккати, написанная въ 1833 году, не 
имфющая, впрочемъ, важнаго значеня по искусственности метода и 
сложности результатовъ: онь предетавляетъ интеграль уравненія 
Риккати въ pk m - кратнаго опредфаеннаго интеграла отъ суммы 
нЪкотораго безконечнаго ряда. ЗатЪмъ слЪдуетъ болће замфчатель- 
ный мемуаръ Куммера (цитируемый ниже), въ которомъ онъ пред- 
ставаяетъ интегралъ уравненія Риккати въ видЪ опредфленнаго HH- 
теграла съ перемъннымъ 2 въ качествЪ параметра; Куммерь полу- 
чиль свою формулу, просуммировавъ опредћъленнымъ интеграломъ 
безконечный рядъ, предетавляющій интегралъ уравненія Риккати. 
Въ другомъ мемуар» t) Вуммеръ развиваетъ свой методъ суммирова- 
нія рядовъ опредфленными интегралами и усовершенствованный ме- 
тодъ опять примъняетъ къ Риккатіеву уравнению. Совебмъ иным 
путемъ получаетъ выраженіе интеграла Риккатїева уравненія въ 
форм опредЪленнаго интеграла ,//0батто, который не прибъгаетъ 
къ посредетву безконечныхъ рядовъ, а выводить свою формулу He- 
посредственно; методъ Лобатто весьма похожъ на извЪетный въ aHa- 
лизЪ методъ Лапласа интегрированія дифференціальныхъ уравненїй 
опредфленными интегралами. 

Новое направлене работамъ относительно уравненія Риккати 
дали труды .Лўувиля. Въ 1837 г. появляется въ журнал, издавае- 
момъ имъ же, его прекрасный, оригинальный трудъ о классификации 
транецендентныхъ, затЪмъ въ 1839 г. онь помфщаетъ въ томь же 
журнал обширную статью объ интегрированіи линейныхъ уравне- 
ній 2-го порядка въ конечномъ видЪ и, спустя 2 года, въ сочинении, 


1) Китте. — Пе integralibus definitis et зегіериѕ infinitis. Сге!- 
1е’з Jour. 1837. roms ХҮП erp. 210—227, 
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тфено связанномъ съ этими двумя работами, озаглавленномъ: Be: 
marques nouvelles sur léquation de Riccati“, онь прилагаетъ результа- 
ты своихъ предыдущихъ изелфдованй къ доказательству 3aM'bya- 
тельнаго факта, что 00шеизвБотныя условія интегрируемости урав- 
ненія Риккати не только достаточны, но и необходимы. Въ Dorbi: 
ней работъ Ліувиля находится однако неточность, велфдетве KOTO- 
рой доказательства Ліувиля нельзя считать строгимъ; неточность 
эта, указанная Genocchi въ нижецитируемомъ его сочиненіи, состоитъ 
въ слЪдующемъ. Ліувиль доказывает”, что для того, чтобы уравненіе: 
а= ( АУ 2) u, 
къ которому приводится ypasmenie Риккати, имЪло алгебраическій 
интегралъ, необходимо, чтобы извЪстная система уравнений ') опре- 
ДЪаяла раціональную функцію v отъ 2, и затћмъ стараетея noka- 
зать, что послБднее обстоятельство не возможно; съ этою цзлью 
онъ обнаруживаетъ, что раціональная функція v отъ 2, буде она 
опредъЪляетея упомянутою системою уравненїй, должна bt, At: 
дующій видъ, по разложеніи на цфлую часть и простъйшія дроби: 
v = ez” e ..... F «92-56, 
ГДЬ У — цфлое число, положительное, отрицательное или нуль; далће 
Ліувиль доказываетъ, что такая форма функщи v не возможна, при- 
чемъ изъ его разсүжденїй вытекаеть, что онь имълъ въ виду толь- 
ко случай у 2 0. Üb легкимъ измненіемъ приведенное Ліувилемъ 
доказательство можно распространить и на случай у < (), но оно не 
обнимаетъ случая у == 0, чего Ліувиль не замЪтилъ, такъ что изъ 
разсужденїй Ліувиля отнюдь не слЪдуетъ, что функція V не можетъ 
имфть формы: 
v= c4 ео Не" -..... pez, 
Усмогрьвъ этотъ недоотатокь, Genocchi, пользуясь методомь, упо- 
треблепнымъ Лувилемъ въ его сочинеши: „Mémoire sur les transcen- 
dantes elliptiques de première et de seconde espèce, considerées comme 
fonctions de leur module“ 2), старался доказать инымъ способомъ, что 
условіе: 


В=6(8 +1), 


1) Система уравненій (12) гл. П ч. І настоящаго сочиненія. 
2) Journ. de оцу. 1840 +. У, р. 441—464. 
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rk В цфлое положительное число, или нуль, необходимо для TO- 
го, чтобы предыдущее дифференщальное уравнене второго TO- 
рядка интегрировалось въ конечномъ видЪ. Если расположнть CH- 
стематически доказательство Genocchi, то оказывается, что оно OWH- 
бочно; между тфмъ, какъ показано мною въ ronnt $ 5 га. I nep- 
вой части настоящаго труда, случай у == 0, упущенный «Шүвилемь, 
доказывается совершенно аналогично случаю у == 0. 

Посл Ліувиля почти перестали заниматься уравнешемь Parka- 
ти въ его первоначальной формЪ, а обратились къ болће общему 
уравненїю, заключающему въ 0605, какъ частный видъ Риккат!ево 
уравнен!е, а именно—къ уравненію: 


l 
Е РР У Е 0, 


rab Р, Q, Е суть функци œ. "D, поолбднео время подъ названіемъ 
уравненія Риккати понимается именно это уравненіе (Мы его такъ 
и будемъ называть; первоначальное же үравненіе будемъ называть 
частнымо уравнешемъ Риккати; функцію у, удовлетворяющую урав- 
ненію Риккати (обобщенному), будемъ называть функшею Риккати). 

Результат, добытый Ліувилемъ, мног! математики (Lebesgue, 
Malmstèn и др.) етарались примфнить къ другимъ, болће общимъ 
уравнен!ямъ. Изъ математиковь п0645 Лувиля үравненіемъ Рикка- 
ти частнаго вида занимались: Lommel, Winckler, Helmling, Cayley, 
Glaisher и др. Ломмель въ своихъ изелЂдованіяхъ надъ Бесеелевы- 
ми функціями показалъ, что посредетвомъ этихъ функцій можно 
обынтегрировать частное уравненіе Риккати. Ринклерб нашель HO- 
вое выраженіе ръшенія частнаго үравненія Риккати въ опредълен- 
ныхъ интегралахъ. Гельмлинае, по раземотрнш различныхъ урав- 
неній, приводящихся къ частному уравненію Риккати, выводить (д0- 
вольно неизящно) признаки интегрируемости этого үравненія и за- 
тъмъ излагаетъ способъ интегрирования Риккати по приближенію; 
изложеніе Гельмлинга весма вычурно и во многихъ мћетахъ стра- 
даетъ неясноотью и неточноетью. Глайшерг выводить 6 различных 
видовь частныхъ интеграловъ частнаго уравнещя Риккати въ фор- 
мъ безконечныхъ рядовъ и затъмъ ищетъ зависимости между ними; 
такъ какъ частныхь интеграловъ можно получить сколько угодно, 
то, слБдовательно, изысканія Глайшера не предотавляють никакого 
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особеннаго интереса; пользуясь найденными частными интегралами 
уравненія Риккати, Глайшерь вычисляеть два опредъленныхъ инте- 
грала, удовлетворяющихъ уравненію Риккати, затЪмъ онъ предета- 
вляеть частные интегралы этого уравненія въ символичеекомъ вид%. 
Изысканія Cayley такого же рода, какъ изыеканія Глайшера. На pa- 
ботахъ Glaishera и Cayley основана нижецитируемая работа Баха. 

Изъ работъ, относящихея спеціально къ үравненію Риккати 
общаго вида, сл$дуетъ отмфтить, какъ первую по времени, работу 
Гилля, который занимался вычисленіемо раціональныхъ интеграловь 
уравнения Риккати, въ которомь Р, Q, R суть раціональныя функцій 
2. Потомъ трактовали общее уравнене Риккати такъ же, какъ и 
частное: изучали условія интегрируемости его въ квадратурахъ, нахо- 
дили зависимости между различными частными рЪшеніями уравненія 
и т. д. Сюда относятся, главнымъ образомъ, работы русекихъ Ma- 
тематиковъ: „Лютникова, Флорова, Алексљевсказо, Бураева, Аниси- 
мова. Отмтимъ еще работу Максимовича, который посредетвомъ 
соображеній весьма общаго характера доказалъ невозможность MH- 
тегрированія конечнымъ числомъ квадратуръ общаго уравненїя Puk- 
кати въ общемъ DIE, 

bart, извЪетно, въ новЪйшее время стали понимать задачу MH- 
тегрированія дифференщальнаго уравненя совеЪмъ иначе, нежели 
прежде: новЪйшіе математики не довольствуются представленіемъ 
интегральной функцій въ томь или другомъ BHB, а стараются изу- 
чить свойства функнш, опредЪляемой дифференціальнымъ уравне- 
ніемъ, на основан самаго дифференшальнаго уравненя Первые 
шаги въ этомь направленіи сдфлали Briot и Bouquet +); ихъ идеи 
развили и продолжали современные математики: Fuchs, Poincaré, 
Painlevé, Picard. 

Вакъ видно изъ предыдущаго 0бозрїнїя, литература уравненія 
Риккати очень обширна. Обиліе работъ, относящихся къ такому 
спеціальному вопросу, объясняется тъмъ обстоятельствомъ, что 
уравнен!е Риккати имЪетъ весьма важное значеніе не только въ YH- 


1) Briot её Bouquet.—Recherches sur les propriétés des fonctions 
définies par des équations différentielles. Journal de école polytechnique. 
1856 p. 133 — 198. 
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стой, но и въ прикладной математикъ: кром чисто аналитическаго 
интереса, предетавляемаго свойствами функцій Риккати, къ интегри- 
рованію уравненія Риккати приводятся многіе вопросы анализа, гео- 
метрін, физики и механики. 

Въ настоящемъ сочиненш я постарался: 1) собрать и система- 
тичееки изложить већ болће важныя работы, относящіяся къ урав- 
ненію Риккати; 2) представить современное состояніе теорш функ- 
цій, удовлетворяющихъ уравнению Риккати (теорію функцій Purra- 
ти); 3) раземотръть задачи чистой и прикладной математики, нахо- 
дящіяея въ непосредственной связи Cb уравненіемъ Риккати. Co- 
образно съ этимъ, я и раздълилъ свой трудь на три части. Весь 
матеріалъ, почерпнутый изъ работъ, трактующихъ объ уравненіи 


| 
| Риккати, я старался разъяснить, видоизмВ нить, гдф оказалось нуж- 
1 НЫМЬ, и, по возможности, пополнить. 
1 Borb еписокъ сочиненїй, относящихся къ интересующему нась 


вопросу (значеніе сокращеній названій пертодичееких”ь издан, ветрб- 
чающихея, какъ въ этомь CHUCK, такъ и въ текетъ, объяснено въ 
концЪ сочиненія; римекія цыфры обозначаютъ томы, цыфры, заклю- 
ченныя въ скобки, — Cepin): 


J. Riccati.—Animadversiones in aequationes differentiales secundi gra- 
dus. Act. Erud. Sup. t. УШ 1724, р. 66—73. 
D. Bernoulli.—Notata in praecedens schediasma. Act. Erud. Sup. t. УШ 
р. 18—15. 
Chr. Goldbach.—De casibus quibus integrari potest aequatio differentia- 
lis ал" +- уә? dæ -+ сум» == dy observationes quaedam. 
Сот. Ac. P. t. 1 ad annum 1726. Petropoli 1728, p. 185—197. 
N. Bernoulli.—Analysis aequationum quarundam differentialium. Com. S 
Ac. P. t. Гр. 198—207. | 
L. Ещет.—Биттайо fractionis continuae, cuius indices progressionem 
arithmeticam constituunt, dum numeratores omnes sunt uni- 
tates, ubi simul resolutio aequationis Riccatianae рег huius- | 
modi fractiones docetur. Opuscula апа]уйса t. II Petropoli ` e 
1185. р. 211—239. 
5 Institutiones calculi integralis (loc. cit.). 
Poisson.—Mémoire sur les intégrales définies. Jour. Ec. Pol. 1813. ca- 
- hier 16 p. 215—246. 
Е. Е. Kummer.—Sur l'intégration générale de équation de Riccati par 
des intégrales définies. Crel. J. ХИ 1834. p. 144—147. 
2 


x 
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par des intégrales définies. Crel. J. XVII gen р. 568—811. 
Hill.—De radicibus rationalibus aequationis Riccatianae 27 ав 91-00-90, 


Lobatto.—Sur l'intégration des équations: da 


ubi a, b,c functiones sunt rationales ipsius æ. Crel. J. XXV 
1843, р. 22—51. (Въ подлинникв производная S обозна- 
чена символомъ: 0,2). 
J ІлоиъШе.—-Мепоіге sur Péquation de Riecati. Jour. Ее. Ро]. cahier 
22, 1833. p. 1—19. 
» Mémoire sur l'intégration d'une classe d'équations différentiel- 
les du second ordre en quantités finies explicites. J. Liouv. IV 
1839 p. 423— 456. 
Ч, Remarques nouvelles sur Гёапайоп: de №есай. J. Глопу. VI 
1841. p. 1—13. 
M. Besgue.—Sur l'équation testen + F(x) cos у +- Ф (а) = 0. 4. Line, 
XI 1846 p. 445. 
Briot et Bouquet.—Recherches sur les propriétés ete. (loc. cit.). 
5, Spitzer.—Studien über die Integration linearer Differentialgleichun- 
gen. 1860. 
7 Integration einiger linearer Differentialgleichungen. Сге]. J. 
1880 t. LXXXVIII p. 348—841. ; 
Ал. Льтниковъ.—Объ усломяхъ интегрируемости иїкоторыхь диф- 
Ференшальныхь уравненій. Мат, Сб. І 1866 стр. 297- 350. 
Е. Lommel.—Studien über die Bessel’schen Functionen. Leipzig. Teub- 
ner 1868. 
» Zur Theorie der Bessel’schen Functionen. Mat. Ann. 11 1871 
р. 415—481. 
‚ Zur Theorie der Hesse schen Functionen. Маё. Ann. ХУ р. 
510—556. 
Са еу.—РЬ Маз. 1869. 
Glaisher.—On the solution of а differential equation allied to Ricca- 
tis. Br. Кер. 1878 р. 469 ~ 470. 
A Phil. Mag. 1872. 


5 Оп the relations between the particular integrals in Cayley’s 
solution of Riccati’s equation. Phil. Mag. 1879. 
3 On Riccati’s equation and its transformations, and on some 


definite integrals which satisfy them. Phil. Trans. CLXXIL 
(3) 1881. р. 159—828. Proc. L. XXXII 1881 p. 444--446. 
Br. Вер. 1880. Droe, С. 1879. 

$ On Riccati’s equation. Qu, J. XI p. 267—273. 
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_ Glaisher.—On а differential equation allied to Riccati’s. Qu. J. XII p. 

Е 129—187. 

= Bach—De Рицветайой раг les series de l'équation Бу 0 DE 

р Ann. Хог. 1874 Ш (2) р. 47--68. 

А. Steen—Om Formen for integralet af den lineare Differentialligning 
af anden Orden. Forhandlungen af Kjobenhaven 1874 p. 
1—12. 

A. Winckler.—Integration zweier linearer Differentialgleichungen. Ber. 
Wien. LXXI Abt. II, 1875 p. 5—32. 

Ed. Weyr.— Zur Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Abh. ВоВ. УШ (6). 

Е. Picard.—Application de la théorie des complexes linéaires à étude 
des surfaces et des courbes gauches. Ann. Nor. (2). VI, 1877 
p. 329—366. 

А. Genocchi.—Sur l'équation de Riccati. С. R. LXXXV, 1877, р. 391— 


394. 
В. Rawson.—On cognate Riccatian equations. Mess. (2) VII 1877—1878. 
p. 69—72. 
т Note оп а transformation of Весай’» equation. Mess. (2) 
XII p. 34—36. 
» Solution of a question [5400]. Educ. Times XXVIII р. 76. 
А. G. Greenhill.—On Riccati’s equation and Bessel’s equation. Qu. J. 3 


429 XVI, р. 294—298. 
2 Р, Helmling. — Ueber die Integration der allgemeinen Riccati’schen. 


Gleichung: ух und der von Шт abhängigen Differen- 


l tialgleichungen. Dorpat 1879. 

_ L, Kömigsberger.—Ueber den Zusammenhang zwischen dem allgemeinen 
BE: und den particulären Integralen von Differentialgleichungen. 
Gött. Nach. 1880, р. 625—630. 

Ueber die einer beliebigen Differentialgleichung erster Ord- 
nung angehörigen selbständigen Transcendenten. Act. Mat. ПІ 

- 1883 р. 1—48. Gött. Nachr. 1883 р, 219—226. 

_ Е. Catalam.—Sur l'équation de Riccati. Bul. Belg. (2) ХХХІ р. 68—18. 
ЧЭ W. Heymann. — Ueber еше Transformation der Di'ferentialelotchuug 


о aus и ь=0. Zeit. Mat. XXVII р. 374 — 380. 


; $ ‚ Zw Integration der Differentialgleichungen. Zeit. Mat. XXVII 
NZ, р. 1—40. 

L. Autonne.—Sur la nature des intégrales algébriques de ГёдпаНоп de 
; Мїссан. С. R. XCVI 1883 p. 1354—1356. 
Sur la théorie des équations differentielles du premier ordre 


» 


» 
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et du premier degré. Jour. Ее. Pol. cah. 61, 1891, р. 35 — 
122, cah. 62, 1892, р. 47—180. 

П. С. Флоровь-Обь уравнешяхь Риккати. Хар. сооб. 1884 г. стр. 
5—35. 

В. П. Anencweecriŭ.—3ambrka объ обобщеніи уравненія Риккати. Хар. 
сооб. 1884 г. етр. 80—82. 

W. Meech.—Integration of В есай’; equation. Ап. of Mat І р. 97—108 
Ш р. 47—49. 

В. П. Максимовичь.—Разыскаше общихъ диФФереншальныхь уравне- 
ній перваго порядка, интегрирующихся въ конечномь BH- 
ДЪ, и доказательство невозможности такого интегрирова- 
нія для общаго линейнаго уравненія второго порядка. Ka- 
зань 1885 г. 

J. М. de Tily.—Sur l'équation de Riccati et за double généralisation. 
Bul. Belg. (3) IX p. 216 — 235. Mathesis V, supplement Ш 
p. 1-20. 

А. R. Forsyth.—A particular method for the solution of some linear 
differential equations of the вес nd order. Mess. ХУ р. 
44—48. 

W. W. Johnson, — On the differential equation Ф ytte. An. 
of Mat. III p. 112—115. 

A. J. Stodólkiewicz. — Przyczynek do nauki о całkowaniu równań róż- 

niczkowych liniowych rzędu drugiego. Akad. Krak. ХУ 

1887 р. 36—43. 

О pewnej klasie równań różniczkowych rzedu 1-со. Prace 

Ш, 1892, р. 52—54. 

G. Darboux.—Sur l'équation de Riccati, въ сборник п. 3.: „In memo- 
riam Dominici Chelini — collectanea mathematica nune pri- 
mum edita cura et studio L. Cremona et E. Beltrami”. Medio- 
lani, 1881, p. 199—205. 

Я Leçons sur la théorie générale de surfaces et les applica- 
tions géométriques du calcul infinitésimal. Paris 1887 — 9, 

I—II. 
J. Cockle.—On the equation of Riccati. Droe, M. L. ХУШ р. 180—202. 
Циммерманъ. — О разложеніи въ непрерывную дробь Функши, опре- 


” 


дВляёмой диФФеренціальнымъ уравненіемъ: М 9 + Ny + 
+P 4-0 = 0, rab М, N, Р, Q—ubana рашональныя Функ- 
щи. Новор. зап. X, 1889 стр. 1—139. 
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Ann, Nor. (3) ҰШ 1891 p. 9 — 58 — 140, 20 
Ч 261—284. | 
E В. Буаевъ. — Алгебраическіе частные интегралы диФФеренціаль- 


WW 


ныхь уравнений. Мат. Сб. ХҮП 1894 стр. 399—438. 

_В. А. Анисимов. — Уравненіе Риккати общаго вида. Варшава, 1896. 
Si 7 Кром перечисленныхъ здћеь еочиненій, объ уравнени Риккати 
_ трактуютъ почти већ курсы по анализу и спеціальные курсы по 
Si теорш дифференціальныхъ Huese 
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ПАБ 
Теорія уравненія Риккати. 


ГЛАВА І. 
ue уравненія Риккати частнаго вада, 


$ 1. Признаки интегрируемости частнаго уравненія Puk- 
кати, 
Будемъ писать частное уравненіе Риккати въ вид»: 
dy 2 -— тт. 
(1) | Ces och а“; 


коэффищенты аи зав домо отличны отъ нуля. Согласно Эйлеру 1). 
замътимъ сначала, что уравненіе (1) интегрируется въ конечномь 


ВИДЬ При»? = 0 и при m = —2. ДЪйетвительно, при тж = 0 ypas- 
неше (1) принимаеть видь: 
d 
aji = 4 
и въ немъ перемфнныя раздфлены, а при э =—2 уравнене (1) 


Hubert видъ: 
dy | ag b 
— eck ау? = — 
dæ У 22’ 
1 гүй 
и подстановка у =- преобразовываетъ его въ однородное уравненіе: 


2242 = (ax? — bz?) dæ, 


которое легко интегрируется. 


1) Euler. — Institutiones calculi integralis, ed. 3. 1824, +. I, р. 
271—5. 
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2 Ы ` 4 фка 6. ві ei E SCHER 

ЭН Es 1 23 РМС ФР и: ЗҮҮН ag Е 
Se Ke а ИСИ ЧЕ cS 

mee Ge, S KN 0 Fw, 4 Е 5 


_ Для изысканя другихъ елучаевъ интегрируемости уравнены (1) WS 
= Bb конечномъ видЪ, преобразуемъ его подетановкою: K 


Léi 
“уйлан 


el? ЇГ 0 
2% Ian а? 
й которая приведетъ уравненіе (1) къ виду: 
E du au? 
ke ——— b m42 
eg dæ æ? 24 ? 


di 1 А 
2 и затБмъ положимъ ав) послћ чего уравненіе приметь видъ: 


ЭС 
SC | Sa НР аш = 02-%—4. (2) 
2 
ze Сравнивая уравненіе (2) съ уравненемь (1), приходимь къ елду- 
E ющему заключению: если уравненй (1) интегрируется при т = p, 
Ё то оно интерируется u при m= — p — 4. 
2% Дальше, преобразовавъ уравненте (1) подетановкою: Ёс. 
МЫ. 1 
Ka (aech 
Ki _ мы Предотавимь его въ вид5: 
z + a= ba” и”, 
и затбмь, положив WH! — 2, получимъ: Së 
du b т 3 


s= Я зан 
т АЛ" 2? (9) 


_ откуда, черезъ сравнене съ уравненемъ (1), заключимъ, что урав- 
K P 

_ еше (№) интерируется при m=— zi если оно интерирует- d 
| cA npu m = p. K i 
F Тавь какъ уравнеше (1) интегрируетея при m= 0, то mon: 
_ ванш перваго правила заключаемь, что оно интегрируется при m=—4; — 
` отсюда на основан второго правила заключаемъ, что оно интегри- 
руется при ж— — + ит. д. Примбняя поочередно первое и второе 
` правила и принимая во вниманіе значеніе ти — 2, закаючимь, YTO S 
ypasnenie (1) интегрируется во конечномо видъ всякій разг, rnia gan, 


і 0—1, E —,— 0, ye ай inf., 
ё. кода т равняется: 
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а DE ON E АЛА E rt En ао Го ВЫ 


3 WEE ER К а Er ENEE L S а 
Ken, ЭЭ 
т = Ge FI E р КОАО ~). 


Таковъ общеизвЪетный признакъ интегрируемости частнаго уравне- 
нія Риккати въ конечномь вид%. 

Съ изложеннымъ методомь Эйлера сходенъ методъ, употре- 
бляемый /Жәнигсбереромо ). Для еравненія, изложимъ еще методъ 
Буля 2), отличающийся отъ метода Эйлера. 


Преобразовавъ уравненїе (1) подетановкою у=, предетавимъ 
его въ вид: 
dz 
2—8 az? — bar) 2. 
dæ BE 


Раземотримъ уравненіе нЪеколько болъе общее, а именно: 
DÉI 
(4) 2 д- су + ау? = ba”, 


(10 
такъ что, желая примфнить результаты, которые мы получимь, къ 
уравненію Риккати, намь нужно будетъ положить: с= 1 и n=m +2. 
Преобразуемъ уравнеше (4) подотановкою: 
аг 
Së м. 
rab А постоянное, произволомъ котораго воспользуемся; NOCAS это- 
го преобразованя уравнеше (4) приметь видъ: 
ER аа dys Кар Aa 1 (a +222 шэн 
Yı уу? dæ Yı Yı 
предьлимъ теперь А изъ уравнении: 
аА? — cA = 0, 
такъ что А = S или A= 0; при этомъ наше дифференциальное ypas- 


Henie будеть имЬть видь: 


2 e (п — c + 2а4) у, + by? = ax”, 
1) Königsberger.— Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichun- 
gen mit einer unabhängigen Variabeln. Leipzig 1889 p. 272 — 275. 
Сравн. также: Abbé Moigno.—Leçons de caleul différentiel et de calcul 
intégral. Paris, 1844 t. II, p. 468—471. 
2) Boole.—A treatise on differential equations. 2 ed. Cambridge, 
1865, p. 91—104, 
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Geier, E 


с 
Раземотримь сначала случай, когда А = =; употребленная на- 
ми подстановка въ этомъ случа5 есть: 


с 27 
Уа а? (5) 


а дифференціальное уравненіе имћетъ форму: 
d 
а 3 — (иду, Leo, 


Сравнивая это уравненіе съ уравнешїемь (4), видимъ, что посл днее 
сохранило свою форму, только вмЪсто коэффиціентовъ: с, a,b имфемъ 
соотвътетвенно: п --с, b, a. Если вторично примфнимъ подетановку 
формы (5), т. е. положим: 


то наше дифференціальное уравненіе сохранитъ форму (4), причемъ 
упомянутые коэффищенты будутъ соотвЪтетвенно 2п--с, а, b. Посл 
ї-кратнаго подобнаго преобразования будемь имЪть: 


__ (&—Юю-е а" 
5—1 = а" + ус’ 
Фу, e 
0-1, t) 5-40? = pa", (6) 


rab р=аи q=b при i нечетномъ, и р =b, q=a при i четномъ. 
Сопоставляя полученное уравненіе (6) съ уравненіемъ (4), мы BH- 
димъ, что вмъето коэффиціентовъ с, а, b имћемъ соотвфтетвенно RO- 
эффиціенты: in+c, 9, р, форма же уравненїя не измфнилась. Легко 
видЬть, что уравнен!е (4) интегрируетея въ конечномъ вид при 
n= 2с; для этого стоитъ только положить въ немъ у == 22°. послъ 
чего перемфнныя въ уравненіи раздъляютея. Отсюда заключаемъ, 
что преобразованное уравненіе (6) интегрируется въ конечномъ BH- 
ДЬ при условии: 
n =? (т- с), 


т-26 5 
т. е, вели o, равняется цћлому числу i (которое можетъ быть и 


нулемь). 
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НЭГ 23. рот. ОРУУ Eeer ЛЭ "ENK ОСЕЛ CERS EC 


Фү? Ба 
D e 


08 
Принимая теперь А = 0, будемь имЪть подотановку вида: 
(7) у=; 
дифференціальное уравненіе представится въ вид%: 
шан —(п MERTES 


такъ что опять уравнене (4) сохраняетъ свою форму, но вм%ето 
коэффиціентовъ с, а, b имфемъ теперь соотв тственно: n — с, b, а. 
Вторичное употреблене подстановки типа (7) привело бы обратно 
къ уравнен (4), поэтому станемъ дальше примфнять подстановки 
типа (5), Посл (:— 1)-кратнаго примфненя поолЬдняго рода под- 
становки будемь имЪть, какъ легко видБть: 


-(4-1--6 а" 


Ji = р яр T 
du, : 2 n 
(8) s р (т фу Чу = ра", 


DR опять p= a, q= b при i нечетномъ и р=6, 4=а при 7 чет- 
номъ. Подобно предыдущему заключаемъ, что преобразованное урав- 
Henie (8) непосредетвенно интегрируетея при условіи: 


n = 2 (т — с), 


п-- 2с 
2n 
знаки интегрируемости уравнения (4) суть: 


т. е. когда равно цфлому числу i (11, 2, ..... ). Итакъ при- 


er (::0,1:254.) зе 9 (0=1,9,3,...) 


и, слдовательно, признаки интегрируемости уравненія (1) суть: 


тА (6—0; 1,2, Иа (12::1:55:9) ) 
или: Р 4 
-44 о. - 44-41), 

ar fl ди ae ОТ, --) 


М%няя во второмъ равенств 17-41 наз, мы представимъ его въ вид%: 
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Е Lea 
ӨЭ ДҮҮС EE 
Е d 
_ TARD что можемъ оба полученныхъ признака соединить въ одинь 


_ слвдующий: 


"as, 
А - ЕНШЕ ЕЕГ РО св. 
Сал 


° (ЗамЬтимь мимоходомъ, что мЪняя въ выраженіи перваго при- 
знака интегрируемости i на — i, мы предетавимъ его въ вид%: 


А —4 2 
тэрүү @=0,-Ь—2 eg: ), 


такъ что общій признакъ интегрируемости уравненія Риккати можетъ 
Р 
_ быть приведень въ виду: 


а 9 
“217 
E£ боть произвольное Wbäne число: положительное, отрицательное 
= иди нуль). 


$ 2. Общій интеграль частнаго уравненія Риккати при : 
_выполнени условія интегрируемости, 


Если условіе интегрируемости Риккатїева уравнения (1) въ ко- 

3, нечномь видЪ выполняется, то его общ интегралъ можеть быть d 
_ полученъ слБдующимъ образомъ. 1 
р —4i 
2i—1 


Если число т есть вида (1—0), то по уравненію (1) 60- 


e+ отче = ре" ". 


уж" 3 


25.2: 


_приводимъ это уравненіе къ виду: 
ь —2i 


de _ 8-1 
те) 


http://rcin.org.pl = : 
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посл днее же уравненіе легко интегрируется и ert, выражене z 
черезъ 2 и произвольное постоянное вида: 


= $ (2, С), 


посл чего будемъ им%ть: 


—1 
HIE (2, С)ю KS 
и зат%мъ на основаніи подетановокъ типа (5) получимъ одну изъ 
формулъ: 


— 21 ZE 

_ 4—1 ыг e 

ge а HI 

—?2k = 

т и 
= 

b Mrt 


224 зол RE Ў 
У 24:31 эх 2 SE ау 
9:-1 6"94-51 Lan 
СЭ ГАР ER 


20197 ша 
SÉ St 


$ (а, Oe = 


Если число m есть вида— 26 у то, аналогично предыду- 


2i s 
щему случаю, приводимъ посредетвомъ т преобразован! уравненіе 
(1) къ виду (8), въ которомъ BMÉCTO 4, n, с будеть соотвЪтетвенно: 
14-1, т--2, 1, т. е. къ уравненію: 


Фу, 


Së sin eg 
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Е E WETTER 


NEE ` гийн элс 
fe Л 


к: wb 
— (025 
посл®днее же ПОДОТАНОВКОЮ: 


1 
Hr zam 


приводимъ къ виду: 


2i 


Z (р ge" ag 


Найдя изъ послЪдняго уравненія выраженіе 2 въ функціи 2 и 
произвольнаго постояннаго С’ вида: 


#=$ (x, С), 


будемъ им%ть: 
1 
у:==0ф (2, Oe ff, 
такъ что на оонованїй подетановокъ (7) и (5) найдемъ: 
Е ты 
8(41572:-31, а" 
Га 191-51. 
BRACH 2M 


2 


Впрочемъ, для нахожденія общаго интеграла уравненія (1) въ 
случаЪ его интегрируемости можно пользоваться общими формулами, 
которыя даны будутъ въ слфдующихъ параграфахъ. 


$ 3. Интегрировавіе уравненія Риккати безконечными 
рядами. 

Для интегрирования уравненїя (1) безконечнымъ рядомъ, удобно 
привести это уравнене предварительно къ линейному. ПростЪйшая 
подстановка, приводящая это уравнеше къ линейному уравненію 


второго порядка, есть: 
| 1 e ЕС 
E ©) 


a 


примъняя ее, мы предетавимъ уравненіе (1) въ видЪ: 


422 
Ja 92, (10) 
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ОГДЬ обозначено: 


а = аб. 


Предетавимь, буде это возможно, функцію = разложенною въ 
рядъ по восходящимъ степенямъ 2; по самому виду уравненія (10) 
заключаемъ, что такое разложеніе будеть имЪть видь: 


(11) ёс Аж Aacktatzi Азат | des + АА т A. sg 


Постараемся опредълить значене показателя A и коэффиціен- 
товь А такимъ образомъ, чтобы выражене (11) удовлетворяло урав- 
ненію (10). Дифференцируя дважды выражене (11), найдемъ: 


со 
ЭЭ ADi (m+2)] [А+ (т--2)— Ца, 


такъ что уравненіе (10) представится въ вид5: 
А (0—1) 20° + А, (Ат 2) (+ та" + 
+4, (À+ 2т-- 4) +2m4+3)x tmt- e... — Akti Азат А 


005 части уравненія должны быть тождественно равны между 
собою; такъ какъ первый членъ не имфетъ подобнаго, то его коэф- 
фишенть долженъ быть нулемъ. Предполагая, что А, 50, будемь 
имЪфть уеловіе. 

\ (0—1) = 0, 


изъ котораго опредфлимъ А, а именно: 
Х--0 иди =, 
Принявъ сначала А = 0, получимъ условное уравнение: 
А, (т- 2) (ъ- 1) 2" + А,(2т--4) (2т-- 3) в” -:.... == 
— Ааа” pA EMH -....., 


изъ котораго найдемь слЪдующую рекуррентную формулу для опре- 
дВленя коэффиціентовъ 4: 


i (m+2) (1(0--2)--1134,:-04, 4: 


эта формула дасть поолЬдовательно: 
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Эс 
Ж. ад, 

"РОО 

щи 1э::4 3 ММ ОЙ оч 
(т 1) (т-2) (2т- 3) (2т- 4) 


ие о о она оо ЖУ УС 


такъ что, принимая А, == 1, получимъ слЪдующую формулу, выража- 
юшую въ вид безконечнаго ряда частный интегралъ уравнения (10): 


ааг" а?а 2т-|-4 


1 роет ЕЕС Е | 
Зазт--6 
+ а. ege (12) 


1.2.8 (т- 1) (2т- 3) (Зт-Ё5) (--2) 
Принимая затфмъь ^—1, получимъ подобнымъ же образомъ 
второй частный интегралъ уравнения (10): 
oeh 02022745 
3 9) “ 12:00:13) Cmm 
(13317 


1.2.3 (m+3) (20--5) (B3m+7) (т-+ 2) 


E e 


+ 


гуе (13) 


Прим%няя къ рядамъ (12) и (13) признакъ сходимости Bomm, 
получимъ соотвътетвенно: 


ës Uppi l бат? 
Ч ВЕ 


м 0) 2017) 
р-со p ` ршсор(рт-Е8р-1) 08-59) Lä буйн 


gi? 


EE g 
lim 2+! — lim 


Р 2 oi 
e, e ee gege (RE Dee 


такъ что ряды (12) и (13) сходятся на всей плоскости перем ннаго 
=, если только т не равно —2; но при т——2 нечего прибћгать 
rt безконечнымъ рядамъ, потому что въ этомъ случаЪ, какъ мы 
Bagban, уравненїе Риккати, слфдовательно и уравненіе (10), инте- 


грируются въ конечномъ вид%. 


Если станемъ искать интеграль уравненія (10) въ форм без- 
конечнаго ряда съ убывающими степенями V, то мы должны будемъ 
предположить: 


z= Ak Аа" А2" 1... у (14) 
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зэ лсэн гэг” 


e 
вычисливь по формулЬ а) 254 ветавивь въ уравненїе (10), полу- 
чимъ условное уравненіе: 


АД(-1)2-24-4,(-т-2)(Х-т--3)а29-94-4-..... 25 
= Аул" Аад 24 АажА-т-—4--...... 


При 052 — 2 члень Aaxt” не имбеть 6605 подобнаго и не 
можетъ исчезнуть, такъ что послёднее уравненіе не можетъ обра- 
титься въ тождество; въ частномъ же елучаъ, при? ----2 ве 
показатели при = въ уравненіи (14) и въ посаЪднемъ уравненїй 
становятся равными, независимо отъ À. Поэтому заключаемъ, что 
въ форм% (14) нельзя представить интеграла уравненія (10). 

Зная два частныхъ рЪшенія 2, и 2, линейнаго уравненїя BTO- 
рого порядка (10), тотчасъ же находимъ общее ръшеніе этого урав- 
ненія въ форм%: 

z= Ciz H О,2,, 


ryb С, и С, — произвольныя постоянныя. 
Выражения (12) и (13) могутъ быть нЪеколько упрощены, если 
ПОЛОЖИМЬ: 
m+2=n, 


такъ что предложенное уравненіе Риккати будетъ имЪть видь: 


(15) 2 + ау = 00"—°, 
а образованное изъ него линейное: 
2 

(16) = =g, 

Будемъ им%ть общ интеграль послЪдняго уравненія въ вид%: 

oi 2n 
29 SS |! CH г 55 E + 1-2(n—1)(2n— Тул” 
азай" 
op TEE EE HEEN ен бай KE EHF SE 
32 1.2 (п--1)(2л--1 ажал 1.2.3 (n+1) (2n +1) (3-1) e a 
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Gë 


ES 


GT? уравненія Риккати (15) имфетъ RÄ 


мъ, на основанш преобразованія (9), заключимъ, что общій 


ат 
18 47 ес. ёл —1)я Haei) Gn imit т НД Кт SE 
==> ОЪчи о ——_ 


= 
S > Цоож | agn 


G ES BESSE хасту" а eng бай. Е таро" 


eg o 
mp С = есть произвольное постоянное, а «= ab. 
» 


2 


о Выраженіе (18) въ двухъ случаяхь не предетавляеть Coon 
интеграла уравиёнія (15), а именно: когда число N имЪетъ видъ: 


м 


1 1 


п— = ИДИ п — 
t t 


5 1 
Tb i цълое положительное число. Если п равно + т, TO, начиная 


съ нБкотораго мЪета веб члены въ разложении 2, становятся безко- 
нечно большими велфдетв!е появленія въ знаменателяхъ множителя, 


H 1 . 
равнаго нулю; если п равно на то происходить то же явлен1е въ 


\ : 1 
разложении 2,; поэтому при т = +% имфемь только одинъ частный 


З 1 
интегралъ 2, уравненія (16), а при n=—7 имЪемъ только частный 


интеграль г,, Но въ обоихъ случаяхъ, на основаніи имћющагося 
одного частнаго интеграла, можно непосредственно получить другой 
частный интеграяъ, а сл довательно и общій интегралъ. 


Въ самомъ baut, пусть будетъ п=—5, такъ что имБень 


E =" 
Раздъляя уравненіе (16) почленно на это уравненіе, получимъ: 
ds 
dæ? z 
de 2, 
Фа? 
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(18) 


ЖА тр 
ИЛИ: 
422 422, 
та Rass да? = 0. 


Интегрируя одинь past посл®днее уравненіе, получимъ: 


ИЛИ: 
2 аг 
ien 
2, 208 
ru С’—произвольное постоянное; интегрируя еще past, получимъ: 


ЦЭР [4 с, [4 
2-0 2-0) да бь 


rab С, новое произвольное постоянное, а 2, — какое-нибудь значеніе 
x. ИмЪфемъ такимь образомъ общ интегралъ уравнения (16): 


= бис" | 53 
X 1 


1 0 
Подобнымъ же образомъ при n= = получимъ общій интеграль 


уравненія (16) въ вид5: 
z — C32 + С", | Ёс р 


2 
` 
To 


Не трудно найти форму разложенїя въ безконечный рядь Hafi- 
1 1 
денныхъ частныхъ интеграловъ для N — 357: Въ елуча® л = — 2 мы 


нашли частное рЪшеніе: 


1) Эта Формула можетъ быть получена также, какъ слБдотвїе 
изъ извБотной Формулы Ливиля. См. В. Анисимовъ.—Основанія те- 
opin линейныхь диФФереншальныхь уравненій. Москва 1889, стр. 22. 
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а IGH FTR jj d 


CS Käl 


=1+в = SE, Bag ‘+= + 


Умножая већ члены этого уравненія на dæ и интегрируя, найдемъ 
съ точностью до аддитивнаго постояннаго: 


1 


2 1 2 1 
d = Kern Ey i 
Ten gë Ра Рае eu СТ 
1 


2 
+ тов ‘+... Bilga. 


Такимъ образомъ им%ћемъ: 


1 EM 


H 
=z | з | 
— Bel LE Es И oi | 4 


2 


1 
Lis 1—— 
+а+,8 "kd He 
1 4 
Въ случа n= + =, мы нашли второй частный интеграль: 


а 
2, — 2, ГЕЗ 
1 2 29 

25 


поступая аналогично предыдущему случаю, мы найдемъ елЪдующую 
форму разложенія 2, въ безконечный рядъ: 


SIE 


: ` 4 
а= 1+ 25 + ТБ сайр 


(сг 713041) 81 


=ч ГОР СУ РУ 
Замътимъ, что въ полученныхъ разложеніяхъ коэффиціентъ при 
lgx веть также интегралъ уравнения (16). Ч. 


1) Сравн. В. Анисимовъ.--Оенованія и т. д. стр. 49. 
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Tee ГО 


$ 4. Интегрированіе чаетнаго уравненія Риккати опре- 
дБленными интегралами, 

Для представленя общаго интеграла уравненія Риккати 10- 
средетвомъ опредфленныхъ интеграловъ существуетъ нЪсколько пріе- 
мовъ. Мы изложимъ важнйшіе изъ нихъ, причемъ предотавимь 
уравненіе Риккати преобразованнымъ въ линейное уравненіе (16). 

Kummer рЪшаетъ интересующій nach вопросъ косвеннымъ Ny- 
темъ, представляя интегральную функцію уравненїя (16) разаожен- 
ною въ рядъ (17) и суммируя этотъ рядъ опредЪленными интегра- 
лами. Очевидно, достаточно умфть суммировать рядь: 


а? 


ао о. 
1 НОЕ 7 


тогда будемь имЪть: 


(19) ыы (5 SEH GI (5-2 ГО 


Для опредъленія суммы f (р, 2), поступимъ слфдующимъ обра- 
зомъ. Положимъ: 
ф (x)= cos 2 Иг, 


тогда бүдемь имЪть: 


222: 2402 2% 
а Та. 


на основанш этого разложенїя можемъ написать: 


dr we EE 1) ЗЕ уй К- 
юун аа зе и Зам“ 
(ER) 0 
Обозначая послЪдній интегралъ, стоящій подъ знакомъ суммы, че- 
резъ Je, будемъ имЪть: 

и=1 


= KE SS 
sch" zu. ui WE (1-м) TA 


u=0 
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ER, Ae Ч 0-БЕТ А 


199 
1 я Ш ь-3 vi ot 1 DEN 2! pL KE 
vk "0-0 DE L Briet "Zug 119) "Me 
Ын 
М 0 


80-11, 
Ц) BEL 
4 ` Wi К-1 20-11 ky 
откуда найдемъ: 
гд 6—1 ГОНЕ (80 — DG р Сүүл Mëtt or 
2(в:4-5) 77 24р-445)(-45-1) 24(р-4-1)р-4-2)--(8:4-8) 2 


такъ что послЪ упрощеній получимъ: 


1 


cb Ce EE 
p 044. Шар? ал GES (1-4) du = 


1 
зэ. dd 18 


Полагая зат иь и=4?, получинь: 


1 
Ја - гр "ege Zell ode 


fa- GC 


0 

Зная f (p, 2), легко получимъ на основаніи формулы (19) вы- 
раженіе z черезъ опредъленные интегралы. 

Найденное выражен!е для / (р, 2) имфетъ смыслъ только при 
1-4, такъ что изложеннымъ пріемомъ можно найти интеграль 
уравненія (16) только при "—2; но легко получить выраженіе HMH- 
тегральной функщи уравненія (16) черезъ опредВленные интегралы, 
годное и для прочихь значеній n. Съ этою цфлью обозначимъ че- 
резъ Sp сумму р первыхь членовъ разложения / (и, 2), тогда будемь 
им%ть: 

Ы (ға z 
анин гэнтэ НЯЛЭГИЗЫН 


e | 
ТОО РЕ Г 
Сумну ряда, стоящаго въ скобкахъ, можемъ вычислить подобно 
предыдущему. Для этого замЬтимь соотношеніе: 
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VE AM SCT CEP SR 


- х а ra 
KL. 3 4 
Ale (ër a e Eege Ah A VE РАНИТ 


4 
4 


м (аи E 
fa- SE? fotp ai= fa — Бал ëtt. р) 


со 
НА ЧИГЛЭН С EE 
-) уур авга 9 SZ, 


Ёл 
Обозначая поолїднїй интегралъ черезъ (Л, будемъ имЪть: 


SES KEE UE 1—ирР—- Zem rie 


u=0 0 
ЫГ k k 
= — | [44—101 — u) — lat = — U; —— U, 
20 Dart lee De Us, 


откуда найдемъ: 


k(k—1) Т 
U= -U= pme e E 


de 1! e 
~ (p+1)(p+2) (pHk) ° х 


такъ что будемъ имЪфть: 


ашр, ам) и 
ки DI 


23 (—1) xt 1 5 
SA, (8--р-4-1)-41(8--р--5) (р--1):-4(р--5) IR — ART du, 


и елБдовательно: 


ge 1 
— PFE FFI Р / лээр, adu, 
Ветавляя это выраженіе въ формулу для / (р, 2), найдемъ: 


a (Une ; Е 
+ тта GF ОЕР гн 


Подь знакомъ интеграла выразимь f(p+p, xu) на основани ране 
найденной формулы; тогда получимъ: 
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1 1 1 
(вм) = Sp+ Kær fa ez ut wf" "eo Ze жин, 
0 0 


TÉ обозначено: 
(-1Р 


= - : 
ЕЭ РЕ 4 
(р А8) (в Ја) " "de 


тос constans. 


Если ®<2, и слфдовательно ps — $, такъ что прежнею фор- 
мулою для / (р, 2) нельзя пользоваться, то употребляемъ послфднюю 
формулу, причемъ ничЪмъ не опредъленное р выбираемъ такъ, что- 
бы удовлетворялось условие: 


в р—=-$, Т. ё. р=— (+). 


Такимъ образомъ по формулЪ (19) всегда можемъ написать общее 
рїшенїе уравнения (16), выраженное черезъ опредъленные интегралы, 
а затЪмъ уже не трудно получить интеграль уравненія Риккати на 
основан преобразования (9). 

СовеВмъ другимъ методомъ получаетъ выраженіе интегральной 
функцш уравненія (16) черезъ опредЪленные интегралы Lobatto; из- 
ложимь его методъ. 

Предетавимъ уравненіе (1) преобразованнымъ подетановкою (9) 
въ уравненіе (10), и постараемся удовлетворить посл днему уравне- 
нію опредъленнымъ интеграломъ: 


а= ] рат Udu, (20) 


ГДЬ зи ~"— постоянные предълы, которые можемъ выбрать произ- 
вольно, параметрь t есть нЪкоторая произвольная функція 2, а U— 
произвольная функція м. Дифференцируя уравнен!е (20) по 2 дваж- 
ды, найдемъ: 


ди Л Л: 
da —— дв] е— Uudu 
= уак dt ( 
Iai A J g" Омаш — SC J е“ Uudu. 
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Б 9" 


ЕБ АЕРУ Е. dt а... 


Вотавивь посл днее выраженіе въ уравненіе (10), будемъ имЪфть: 
(21) ( SI f в да 12| в—“ Uudu = аа" f e~ Udu, 
ОпредЪлимъ теперь функцію # такъ, чтобы удовлетворялось уравненіе: 


ау? 
2) SEET, 
откуда, полагая ж=2(п—1), получимь: 


di - 

Ze Haat, 
Va 

SE e 29, 


ач 


5 Үс(п--1) аж-3, 


такъ что уравненіе (21) приметь видъ: 


Моа? a= femu (Дад-1)4и--(п-- Цул Јем Uudu =Q, 


r 


или, такъ какъ Мо = піаг—", то имфемъ: 
(22) ті f U(u?—1)du—(n—1) | е“ Uudu =Q. 


Интегрируя по частямъ, получимъ: 


14:55 


TJeutte Ad. | ell в; 


r 


d[U(1—u?)] PA 
du р 


такъ что уравненіе (22) преобразуется въ слфдующее: 
и=5 


(23) / пеш аа Сри 4и—0. 


u=r 


ОпредЬлимь теперь функцію U такъ, чтобы подынтегральное выра- 
жене въ уравненш (23) исчезало тождественно; для этого интегри- 
руемъ дифференщальное уравненіе: 


(в-1) Оиди-- (1—2) 0—2. иди —=0, 


ЮЕр://гст.ога.р! 


d kb: 


Е? откуда находимъ: 


по а и вставляя выраженія у и a въ уравненіе (10), получимъ. 


_ или, полагая опять: 


и слЪдовательно: 
8 


ée їн 
С=с) = 
ГДЬ с — произвольное постоянное. Уравненіе (23) приметъ тогда видь: 
: и=8 п-1 
спе“ (1—2) 7-0, 
и=г 
и будетъ, очевидно, удовлетворено тождественно, если выберемъ 
предзлы соотвЪфтетвенно равными 1 ис>, въ предположеніи, что 


п—1 
-pp НӨ отрицательно, т. е. что п не лежитъ между 0 и 1, и cab- 
довательно т не лежитъ между —2 и 0; тогда на основаши урав- d 


Зои ага 


нения (20) заключимъ, что уравненіе (10) имћетъ частный интегралъ: 
we п dë тн at 
y= Jeu "ди |е "F?  (1-ай) "H du 


1 


Чтобы получить второй частный интегралъ уравненія (10), по- 
JORINDE: 


4 
ge ЇЕ" Udu 
Р 


и поступимъ по предыдущему способу. Дифференцируя у два раза 


г dt dan д 
—ш 1 |Т == 
f [ee 2) А; Udu=0, | 
P P 


дү? 
| 779 kan 
4 
авч? ee dt dt —ut 287 
(2) f ае (еда) Uudu=0. 
? 


5 
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ES, 
Ze "CN р 


хиад 
2, 


dt 
Исключая такъ же, какъ и раньше, Ae H аз’ Получимъ уравне- 


Hie, отличающееся отъ уравненія (22) только знакомь при N, такъ 
что въ этомъ случаЪ будемъ им%ть: 


1—1 


07-20(-аа) ”, 


а для опредъленія предБловь интеграци получимь уравненіе: 


е9 235 
Спе “(1 — и?) “--0, 
м=р 
s n+l 
такъ что можемъ принять р=1, q= aœ съ условіемъ, что “Өд Не 


отрицательно, т. е. что п не содержится между (0) и --1, и, саЪдо- 
вательно, что M не содержится между — 2 и—4. При этомъ усло- 
вш имфемъ частный интеграль уравненїя (10); 

со 


шог ee 5H M 
y=x |e" (l-u) "du=x |e "27 (1-а2) "Нд, 


1 1 


Такимь образомъ, если m не лежитъ между (0 и — 4, имђћемъ 
общий интегралъ уравнения (10) въ вид5: 


т x т 
5 шуа а + 2 EZ) e CH 3, e А 4 
у= С, Ї aha? (1-9) "Нади с, | mpe? (1—2) "H ди, 
1 1 


bart, легко видЬть, изложенный прїемь Lobatto даетъ много 
произволу въ опредъленіи формы интеграловъ; такъ HIP., полагая 
разъ: 


H -| (64-е) Udu, 
другой разъ: 


1 
ПРЕСС | (et Lea Udu, 
р 


Лобатто получаетъ при "bet же соотвфтетвенныхъ ограниченіяхъ, 
что и раньше, слъдующіе два частныхъ интеграла: 


http://rcin.org.pl 


с сы um TE ae 
се "SE а. 
1 1 т т 
SH муа з! Ж муа ST _ m44 
EI (ме) и) "dusel (eF? pe PT (из) Did, 
0 D Я 
en sya 


) Oe? т 
lee 5901 ий? 2n Se, — | (е mpe 97 aler m42 2 (1 et и?) т du. 


0 


Въ заключене этого параграфа изложимь еще методь интегри- 
рованія дифференшальнаго уравненія (10) олредъленными интегра- 
лами, употребляемый Аёнисбереро.мо 1). 

На основаніи разложения: . 


р? 


сов (р. cos w) = 1 буо hä ae ir 


можемъ написать: 


к T T 
fos 222220) sinb w do — E 32 втв o du LE: дыра = 


гдв В произвольное постоянное число, большее, чфмъ —1 (ибо при 
2-1 Beh опредъленные интегралы послфдней формулы теряють 


смыслъ). Принимая во вниман!е соотношение: 


И NC РИ с 
fos оа о В) EN, sin? о до, 


0 


мы можемъ предыдущую формулу переписать въ вид5: 


Gë (œ cos w) sin? о da= 
ufi аи он Кае 
ER «4» [1 E Henta DEET Ї 


Пояожимъ въ этой формул%: 
| 8-- ЛЭ Gem EI Зан 
5, — та? Р” т” 


3 


1) Г. Königsberger. — Lehrbuch дег Theorie ete. стр. 327—330. 
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7-5 


такъ что условіе 8>>—1 окажется равносильнымъ требованію, YTO- 
бы т не находилось между 0 и —2; тогда будемъ имЪть: 


т 
cos x? cosw )sin "H odo = 
Г (25 


т 


gi? а?а?т+4 Kaze. 
Si а. та odo. 
884 (m+1 )m+2) 43 2m4 emp mp е +2 оао 


Сравнивая эту формулу съ формулою (12), выражающею въ 
форм безконечнаго ряда интеграль уравненія (10), видимъ, что во 
второй части послъдней формулы какь разъ имБемь это выражение 
интеграла; поэтому, обозначая по прежнему этотъ частный инте- 
гралъ уравненія (10) черезъ 2, и опуская постоянный множитель 


т 2 
Је odo, не зависящій отъ 2, будемь им5ть: 
H 


T m 2 
| ais En au zb 
Е Le cos о) sin o do. 
0 


Замътивъ, что интеграль (13) получается изъ интеграла (12), если 
въ немъ послЪдовательно: 1) перемЬнить m на —т—4, 2) зам%- 


1 : 
НИТЬ 2 на = и 3) умножить већ члены на 2 *), мы тотчасъ же изъ 


найденнаго частнаго интеграла 2, находимъ второй частный инте- 
граль Zg: 


т т 2 
Va TP | mFS 
ege 26-22 со8 ЭГ: о do. 


На основанш предыдущаго ограниченія относительно M заключаемь, 
что 2, предетавляетъ интегралъ уравненїя (10) при условіи, чтобы 
т лежало внЪ промежутка отъ —2 до —4. Поэтому при т>0 
или т < —4 имћемъ общій интегралъ уравненія (10): 


1) Можно провфрить, что, полагая въ уравнении (10): ж— — в. — 4, 
а = B j= ch получимъ уравневіе, съ нимъ тождественное. 
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сл 


_ ИЛИ: 


т т 2 т 
| Ala т“ =. Sie 
East, 2 ag сово вт odo+ Сг | соз 
Е С ) Я ( 


т 
Cen 
НИ 008 o ir 


т--2 


4 


т m 2 
— 41 —— ——— 
IVa z 3 ais Ў т} l 5 
EEN kel EEN cos w am oG sin otg) do; 
0 


т 


при 0--т1»--4 имћемъ только одинъ частный интегралъ, а имен- 
но: при 0>т>—2—2, а при —2>т>-—4—42; при т= 0, 
т—— 2, т — 4 уравнен!е (10), какъ извЪетно, интегрируется въ 
конечномъ вид%. 


$ 5. Интегрированіе чаетнаго уравненія Риккати поеред- 
ствомъ Бесселевыхъ функцій '). 


Бесеелева функція лерваго рода ./" (г) опредъляетея слЪду- 
ющею формулою: 


т 


(п) = — ТК. 2 11127: — 
J" (2) = "УТУ. cos (z cos w) 800127 œ dw = 
H 
ш-: Бе: ef 612 соз 98140127 0) do Zeg ca КОФ fea лав и?) 4 du, 
EN CH) Mag РТР! (п) 


причемъ аргументъ Z можетъ принимать произвольныя комплексныя 
значенія, параметръ же п считается дЪйствительнымъ и большимъ 
чЬмъ — 2. Бесселева функція второго рода У (г) опредъляетея фор- 
мулою: 

т 


A cos (z cos w) sin?” ө. lg sin? œ do +lgz . J (2) — 


2.1.3.089 1) 
H 


= Эрч! "2 —1(2) 
= 4 KE n (n— 1)... (n — p). EE E 


р=0 


Eis) = 


1) Содержаніе настоящаго параграха цБликомъ заимствовано 
изъ цитированнаго сочиненія Ломмеля: „Studien ete.“. 
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TM 


Adams УЛ 


FA РСР У » äech 


— 88 — 


годною для п цЪлаго положительнаго, или п — 0. 06% эти функци 
удовлетворяютъ основному Бесселеву уравненію: 


Зэн 4(1- -=)»= 0 


Б 


и обладаютъ другими свойствами, характеризуюшими Бесселевы 
функцій. Mss свойствъ Бесеелевыхъ функцій, Lommel выводитъ 
слЪдующія два соотношенія, которымъ при цфломъ 7220 удовле- 
творяетъ также функція Y™(z): 1). 


ENER »)]= SE пе =) 


(25) 2) | IO ")|= e Ле) (= ="). 


На основан уравненїя (24) заключаемъ, что функція 


(24) 


(26) 2— Из Jo (= Э) 

удовлетворяетъ дифференціальному уравненію: 
422 1 —_ т 
1277 "ra ei n 2; 

положивъ: 

eT) : 


TC Aën? 


предетавимь послфднее уравнен!е въ видћ: 


ав = » 2, 
или, полагая: 
2-1 ` Е 1 
(28) eh И а 515 
2, 
(10 bis) ан Se, 


1) Lommel, loc. cit. стр. 102, $ 27, Формулы (10) и (11). 
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Р S ч ” Ч we ч. die Ki SZT WEE АК 2 E ST ei 
EE" 


SE Жан, wt 


Такимъ образомъ приходимъ къ заключенїю, что получимъ частный 
интеграль уравненія (10), если въ выражен (26) совершимъ прео- 
бразованія (27) и (28); пропустивъ посл этихъ преобразованій већ 
постоянные множители, получимъ: 


УЕ саа Ху 


те 


Второй частный интеграль уравненія (10 bis) получимъ на 
основан соотношеня (25). Обозначая опять черезъ z функцію: 
2=—=үа IEN (29) 


заключимъ, что она удовлетворяеть дифференщальному уравненію: 


1—2п 


ЧИР Bas 
de Zéi 5 
которое посл подотановокь: 
x= (—4от?)" (30) 
1—2 1 
a mh Т, 6. n= Cer (31) 


преобразовывается въ уравнен!е (10 bis); примфняя къ выражению 
С (29) преобразованія (30) и (31), найдемь, что уравненіе (10 bis) 
имћетъ частный интегралъ вида: 


2, = J 


т--2 
Lei Иуз-ах 3 
m+2 ) : 
МБняя въ интегралахъ 2, и 2, букву E наг, получимъ два частныхъ 
интеграла уравненія (10), а его общій интегралъ будетъ: 


сүз [aI EP (ху+с, AC =) 
ryb обозначено: 


у= m42 
er 3 
жээ esch 


Необходимо замфтить, что найденное выражен!е = представляет 
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; : | 1 
общій интеграль уравненія (10) только при условш, что учга Sé 


+2 
1 
есть цфлое число; въ самомъ дъл%, если SÉ равно цфлому числу 


и, то на основанши свойства Бесселевой функціи J, выражаемаго 
уравнешемъ: +). 
J» (2) =(-=1 ЛЮ (2), 


заключимъ, что два найденныхъ частныхь интеграла совпадають, 
но съ другой стороны при цъломъ n уравненїямь (24) и (25) удо- 
влетворяетъ и Бесселева функція втораго рода У (а), поэтому, въ 


1 А 
случа, когда ER есть ЦЪлое число, кромЪ интеграла 2,, имБемь 


второй частный интеграль: 


Уж У Ce: 


(54) үг: бээ 
m-+2 ( 778 3 у 
такъ что въ разематриваемомъ случа общий интегралъ уравненія 


(10) имфетъ видь: 


узго) хәс, Уб) хуу 


rab X имбеть прежнее значеше. Предыдущій анализъ исчерпываеть 
већ случаи, за искаюченемъ случая т=— 2, но въ этомъ случаћ 
уравненї6 (10) интегрируется непосредственно въ конечномъ вид5. 


1) Lommel.—Studien ete. стр. 10 Формула Va. 
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CX regel яг? 


ГЛАВА П. 


Необходимыя условия ТИ ШОН частнато уравненія Dam 
В КОНОЧНОМЬ mn 


--00---- 


Въ предыдущей главЬ различными способами мы убъдились, 
что условіе: 
2-1’ 


ГДЬ 1 — цћЪлое положительное число, или нуль, достаточно для того, 
чтобы уравненіе: 


dy EPA 
2 + ау? = bæ (1) 


имло общ интегралъ въ видЪ конечной функци æ (т. е. выража- 
ющійся конечнымъ числомъ алгебраическихъ функцій и элементар- 
ныхъ транецендентныхь) Въ настоящей главЬ будетъ доказано, 
что сказанныя условія не только достаточны для этого, но и необ- 
ХОДИМЫ. 

Прежде чЪмъ приступить къ спеціально занимающему насъ BO- 
просу, приведемъ въ сжатой форм нъкоторыя основныя свойства 
алгебраическихъ функцій и изложимъ главнЪйшія изелЪдованія 
Ліувиля относительно транецендентныхъ функцій, необходимыя для 


пониманія дальнфйшаго. 
6 
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T E: 


КЕРЕ ТРЕ 


Lët, ЭЛ 


$1.  вкоторыя свойства алгебраическихъ Функц, 


Алебраическою функціею = называется, какь извЪстно, корень 
y уравнения: 


Z= Xo Ху ЕХ, УХ, =0, 


rab Xo Х,,......Х, – BAME полиномы по 2, а п— цфлое положитель- 
ное число. 
Алгебраическое уравнение 


й—=0 


называется неприводимыме, если ни одинъ изъ его корней у не 
удовлетворяетъ другому алгебраическому уравненію степени ниже 
т-0й. Для того, чтобы уравнене 7—0 было неприводимо, доста- 
точно и необходимо, чтобы многочленъ 2 не разлагалея на произве- 
penie двухъ многочленовъ по у, коэффиціенты которыхь были бы 
рашональныя функцій г. 

Если алгебраическое уравнене неприводимо, то ереди его т 
корней: уу, Yoe- у. НЪтъ ни одного, равнаго нулю, и нътъ двухъ 
корней равныхъ между собою. 

Если одинъ корень у, неприводимаго алгебраическаго уравне- 
нія 2 == 0 удовлетворяетъ другому алгебраическому уравненію: 7—0 
(приводимому или неприводимому), то и веб остальные корни Nep- 
ваго уравненія удовлетворяютъ второму уравненю, 


$ 2. Доказательство транецендентности нЪкоторыхъ 
Функцїй. 


Всякая функція, которая не можетъ быть представлена, какь 
корень алгебраическаго уравненія, называетея трансцендентною 
функщею. : 

Докажемъ трансцендентность натуральнаго логариема (9х. Изъ 
аналитическаго опредъленія этой функци: 


y=ya=| $ 
d'M 
1 


вытекаетъ: 
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Допустимъ, что у есть алгебраическая функція 2, т. е. корень He- 
приводимаго алгебраическаго уравненія: 


7 (æ, у) =0; 
дифференцируя это уравненіе по 2 и принимая во вниманіе значе- 
da 
nie T получимъ: 
220 20) 
ЕБ ду 


что предотавляеть новое алгебраическое уравненіе; такъ какъ по- 
слЪднему уравненію удовлетворяетъ одинъ корень уравненія f= 0, 
то ему должны удовлетворять и веб корни уравненія / == 0; пусть 
это уравненіе n-o степени относительно у; обозначая его корни 
черезъ: ул, У», -... Ул, будемъ имЪть: 


а 1 
SE == == vest SÉ а d (и. +7+ ее НУ»), 


или, называя коэффиціенты при y” и 2"! въ функціи f соотвът- 
ственно черезъ Ри 0: 


4195 = — 44. 
Жэ Q 
lgx = — ЯР 


Tars какь Ри Q суть mbase многочлены по 2, то заключаемъ, что 
у, будучи алгебраическою функціею 2, можетъ быть только panio- 
нальная функція. Докажемъ, что у не можетъ быть раціональною 
функціею w. 
Пусть, въ самомъ ghab, будет": 
Ў 
У— у» 
гдъ Хи У суть цђлые многочлены по 2, не имћющіе общихъ MHO- 
жителей; тогда будемъ имЪть: Б 


72 
ЕХ МУ : 


а 3 
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откуда видимъ, что У должно дВлиться на 2; полагаемъ поэтому: 
F= Zo, 


причемъ Z, равно какъ и X, на х не дЪлятся, такъ что посл днее 
уравнен!е приметь видъ: 


пХ2=е(7Х'— XZ) — Een, 


но это уравненіе абсурдно, такъ какъ правая часть дълится на с, 
лЪвая же не длится; елЪдовательно, у не есть раціональная функ- 
ція 2; такимъ образомъ доказано, что у есть транецендентная функ- 
gia 22. 

Изъ доказаннаго вытекаетъ, какь прямое сл детв!е, транецен- 
дентность функции: 


Ф(2) = Ju F (æ), 


rt Е (2) есть алгебраическая функція 2; дЪйствительно, если Иж) == 
есть алгебраическая функція 2, то и а есть алгебраическая функція 
2: æ— F(z); такимъ образомъ, если бы P(x) было алгебраическою 
функціею æ, то на основаніи уравнения: 


ре AIP, ©), 


очевидно, мы заключили бы, что 192 есть алгебраическая функція, что 
He возможно. 

Tars же легко доказать, на основаніи предыдушаго, что е° есть 
трансцендентная функція. По опредъленію функцш у=е? имЪемъ: 


у= а, 
откуда видимъ, что у не можетъ быть алгебраическою функціею 2. 
Подобнымъ же образомъ можно доказать, что функцій: eis, /(2) е7), 
rab f и F суть знаки алгебраическихъ функцій, трансцендентны. 
Функція: 
Е (а) ее Е, (а) еле), 

rab Р, В, fı и у, алгебр. функци æ, не можетъ быть алгебраи- 
ческою; дЪйствительно, дифференцируя, найдемъ. 


Ре (Ву) не (Е, It Е), 


исключая е^ изъ выраженій для Ки F', .получимъ: 
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Ka 


зза 
Р 


EENEG РЕ TER TEST те т NS TEE, e ҮЛЛМЭНГТҮГЛЭГЖЭ? 29 


eebe SE Е 
[A LST tF’) — F (Efi +F N] KI — ЕРУ, РЕ); 


такъ какъ лЪвая часть послЪдняго уравненія есть транецендентная 
функція, то функція F не можетъ быть алгебраическою; это уравне- 
Hie было бы возможно въ случаћ алгебраической функши 7 только 
тогда, когда множитель при е^ былъ бы тождественно равенъ нулю, 
но тогда мы имЪли бы: 


du _df, db: 
ах "de dæ ? 
и слЪдовательно: 
(2 
С F Ss GI, 
что опять абсурдно, ecan К — алгебраическая функція. 
Такь же докажемъ, что всякая функція вида: 
IW 


У Р, (а) е 


rgb већ F; и Г; — алгебраическія функцій, есть функція транецен- 
дентная. 


$ 3. Клаесификація элементарныхъ транецендентныхъ 
Функий, 


Beb элементарныя трансцендентныя функцін (показательная, 
логариемическая, тригонометрическія, круговыя, степенныя при ир- 
раціональномъ или комплексномь показателћ) сводятся къ двумъ 
оеновнымъ: [92 и е". А 

Всякая функціональная зависимость, содержащая конечное чи- 
сло алгебраическихъ, логариемичеекихъ и показательныхь функцій, 
даетъ т. н. конечныя функцій, которыя длятся на явныя и неяв- 
ныя. Конечная функція называется явною, если она можетъ быть 
представлена въ вид5: 


уз (@), 
DI F(x) содержитъ конечное число функцій: алгебраическихъ, X0- 


гариемическихь и показательныхъ; если же функція у опредБляетел 
уравненівмъ вида: 


Хб, у) =0, 
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2 ee 
гдЪ /— конечная функція относительно 2 и относительно у, и не 
MORETE быть представлена въ вид5: 


у= F(x), 


то у называется неявною функщею а. Такъ нпр. функція у, опре- 
дъляемая уравнешемъ: 
14у = zy, 

есть конечная неявная. Алгебраическая функція у считается явною 
функціею перемфннаго 2 даже въ томъ случаЪ, когда алгебраичес- 
кое уравненіе, опредфляющее эту функцію, не разрЪшимо отноеи- 
тельно у ). Въ послфдующемъ, говоря о конечныхъ функщяхъ, бу: 
демъ имЬть въ виду только явныя конечныя функціи. 

Вонечныя функціи „Лусиль дфлитъ на порядки (65рёсез). Убло- 
вимея называть алгебраическія функцій трансцендентными функ- 
цілми нулевою порядка. Функцію y = F (x) будемъ называть транс- 
цендентиою перваю порядка, если въ ней символы логариемичес- 
кихъ и показательныхъ функцій относятся непосредственно къ ал- 
гебраическимъ функціямъ, такъ что трансцендентная функція 1-го 
порядка есть алгебраическая функція отъ аргументовъ: 2, lgu, e”, 
rgb м и v— алгебраическія функци æ. Вообще, будемъ называть 
функцію перемъннаго 2 трансцендентною п-ю порядка, если въ ней 
знаки логариемическихъ и показательныхъ функцій относятся HENO- 
средетвенно къ транецендентнымъ (7--1)-г0 порядка, такъ что общий 
видь трансцендентной функціи n-ro порядка есть: 


y=f (lge, el, у), 


rgb f есть знакъ алгебраической функц ott, већхъ аргументовь, 
изъ функцій фи A одна есть транецендентная (7--1)-го порядка, дру- 


1) Liowille называетъ такую Функцію: „une fonction bien défi- 
ше“. Сравн. ero мемуаръ: „Mémoire sur la classification des transcen- 
dantes et sur l'impossibilité d'exprimer les racines de certaines équations 
en fonction finie explicite des coefficients“. J. Глопу. П 1837 р. 56— 
104. Tams же онь доказываеть (стр. 76 — 85), что логариомическая 
Функція не можетъ быть явно выражена черезъ одн алгебраическія 
и показательныя, и, обратно, показательная Функція не можетъ быть 
явно выражена черезъ однъ алгебраическя и логариөмическія. 


http://rcin.org.pl 


TE ' ZE СРР" резртгт РУ 2 ASW gem éi . р РРР ЧЕТУ РОР Е CEET 9 йл EN 


= A 


гая же — не выше (и—1)-го порядка, а у—транецендентная порядка 
не выше (n —1)-го. 

Трансцендентную функцію n-ro порядка вида Гуф или e? ($ — 
транец. (7--1)-го порядка), будемъ называть одночленною. Транецен- 
дентныя функци, содержащія только символы логариемовъ или толь- 
ко символы показательныхъ функцій, называются соотвЪтетвенно 
чисто-лоариемическими или чисто-показательными функціями. 

Легко замЪтить, что порядокъ транецендентной функцш не ни- 
же порядка ея производной. 

Иногда функція можетъ быть только по виду транецендентною 
п-го порядка, на самомъ же IA она можетъ быть послЪ упроще- 
нія представлена, какъ функція низшаго порядка; такъ нпр. функ- 
ція 6“? повидимому есть транецендентная 2-го порядка, хотя она въ 
дъйствительности есть алгебраическая; функція 6 599”, повидимому 
транецендентная 2-го порядка, приводится въ виду: 226” и есть CIb- 
довательно транецендентная 1-го порядка. Транецендентная функція 
можетъ быть изображена въ различной форм%, причемъ она COCTO- 
итъ изъ различнаго числа одночленныхъ функцій; будемъ называть 
каноническою ту форму транецендентной функши n-ro порядка, RO- 
торая содержитъ наименьшее число одночаенныхь функцій n-ro 
порядка. 

Транецендентныя функци, приведенныя къ каноническому BH- 
ду, обладаютъ нЪкоторыми особенными свойствами. 

Пусть 

pes (05031, er AN 
бүдеть транецендентная функція 1-го порядка, такъ что f есть al- 
гебраическая функція отъ већхъ аргументовъ, а 6, 7,....А суть одно- 
членныя функцій 1-го порядка числомъ р; пусть, кромЪ того, напи- 
санный видъ функціи т каноническій, т. е. допускаемъ, что нътъ 
трансцендентной функціи 1-го порядка, тождественной съ м и имћю- 
щей меньше одночленныхъ функцій 1-го порядка, чъмъ №; утвер- 
ждаемъ тогда, что всякая атебраическая зависимость между z, 0, 
1, .... А, есть тождество; такъ что, если найдемъ какую-нибудь ал- 
гебраическую зависимость между 2, 9, 1....^, то она будетъ удовле- 
творена, если вмЪето 2, 0, 7..... A возьмемъ какія-нибудь числа: X, ац, 
Qoe Ap, зависящія отъ X или постоянныя. Въ самомъ ghab, если 
бы мы имли алгебраическую зависимость: 


ыг 


ПЕ 


” Мау Те eg E TE äs 


Ф(2,0,1,4.А)2-:0 
не тождественную, то изъ нея мы могли бы выразить нпр. 0, какъ 
алгебраическую функцію ert #,1,....^, и, ветавивъ это выраженіе 0 
въ функцію f, мы уменьшили бы въ ней число одночленныхъ транс- 
цендентныхъ, что противор%чило бы нашему предположению. Итакъ 
зависимость ф=0 есть тождество, и имћемъ тождественно: 


Q (2, dg, Agy ee Qp) =O, 

какія бы ни были постоянныя или перемфнныя а, Ag; .... Apa 
Доказанное свойство принадлежитъ также. транецендентнымъ 

функціямъ высшихъ порядковъ. Пусть дана транецендентная функ- 
ція n-ro порядка U въ канонической форм: 

Ve Р(ӨТЕ- Л KR 
ryb F есть знакъ алгебраической функши отъ вофхъ аргументовь 
X — транецендентная не выше (и—1)-го порядка, а Ө, Н,....А — в 
одночленныхъ транецендентныхъ я-го порядка. Утверждаемъ тогда, 
что между функціями: Ө, Н,.....Л и любыми транецендентными IO- 
рядка ниже 2-го не можетъ существовать алгебраической зависимо- 
сти; дъйетвительно, при существовани подобной зависимости мы 
могли бы изъ нея выразить нпр. Ө въ функкіи Н, .... A и транецен- 
дентныхъ низшихъ порядковъ и, вставивъ это выраженіе Ө въ функ- 
цію F, мы уменьшили бы число одночленныхъ трансцендентныхъ 
п-го порядка, входящихъ въ составъ функщи А, между тъмъ, какъ 
мы предположили, что эта функція представлена въ каноническомъ 
видЬ. На основан этого свойства, если мы найдемъ какое-нибудь 
алгебраическое соотношене между Ө, HA и транецендентныни 
порядка ниже 7-го, то это соотношеніе не нарушится, если мы въ 
немъ замЪнимЪ функции 9, Н,....А произвольными постоянными или 
функціями. 


$4. Лемма"). При о. комплекеномъ или ирраціональномъ 
Функція y = 2” есть транецендентная второго порядка. 

Докажемъ прежде всего, что предложенная функція транецен- 
дентна. 


1) ПомЪщаемъ эту лемму здЪеь, чтобы потомъ не прерывать 
хода разеужденія. 
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Дифференцируя ее, убЪждаемся, что она удовлетворяетъ диф- 
ференщальному уравнению: 


da 
£ 2 = Vu (2) 


и намь предетоитъ доказать, что это уравненїе не имфетъ алгебрай- 
ческаго интеграла. Пусть уравненію (2) удовлетворяетъ какой-ни- 
будь корень неприводимаго алгебраическаго уравненія 1-ой степени: 


Ј (2,0) = 0; (8) 
дифференцируя послЪднее уравненіе, получимъ: 


H 


e Ee 
ПР, =0, (4) 


или, на осповани уравнения (2): 

ау 0. (5) 
ПослЪднее уравненіе - алгебраическое, и такъ какъ ему удовлетво- 
ряетъ одинъ корень уравненія (3), то ему удовлетворяютъ и већ 
корни: Y1, У», Ур Этого үравненія; но тъ же корни удовлетворяютъ, 
очевидно, уравнению (4), поэтому, сравнивая уравненія (4) и (5), за- 
ключаемъ, что Dk корни: Yi, Yoye Ур, буть частные интегралы урав- 
nenia (2). Составивъ функцію: 

0. 2. 

He Ус. Ур» 
легко убЪдимея, что и она удовлетворяетъ уравнен (2); но съ дру- 
гой стороны, такъ вакъ BCE у; отличны OTS нуля, то произведеніе 
У Dia. Ур, Также отлично отъ нуля и, какъ раціональная симметри- 
ческая функція отъ корней уравневія (3), оно можетъ быть пред- 
ставлено въ видЪ раціональной функщи отъ коэффиціентовъ этого 
уравненія, такъ что можемъ написать: 


Х 
DEE Y= у 


гдъ Хи Y цфлые многочлены по æ, не имћющіе omaro множи- 
теля; поэтому будемь им5ть: 
"dé 

у’ 


На = 
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дифференцируя послЪднее выраженіе, получимь: 


ау a ҮХ-ХҮ! 
dr р 20: 2158 


или, на основаніи уравненїя (2). 
„(УХ’-ХУ)=аХУ, 


отоюда заключаемъ, что ХУ должно дЪлиться на 2; но, такъ какь 
Х и У взаимно просты, то либо X дфлитея na æ, либо У. Mony- 
стимъ сначала, что X длится на 2, такъ что: 


ХЕ Йа", 


причемъ Z на 2 не дЪлится, а ®—цфлое положительное число. Вы- 
числивь AT и ветавивъ въ предыдущую зависимость, получимъ: 


E = Э У2—=2 (2У’ Eër 
р р 


а n 
Если a ирраціональное число, или комплексное, то и) всегда OT- 


лично OTS нуля, такъ что правая часть этого уравненія дЪлится на 
æ, а лЪвая не дълитея, что предетавляетъ, конечно, абсурдъ. Подо- 
бнымъ же образомъ убЪдимея, что и У не можеть дЪлиться на 2; 
слЪдовательно у не можетъ быть алгебраичеекою функщею г. 

Убфдившись, что у есть транецендентная функція, опредълимъ 
порядокъ ея трансцендентности. Изъ уравненія: 


ИЕ e% 9= 


заключаемъ, что этотъ порядокъ не выше второго, поэтому, если 
мы докажемъ, что у не есть транецендентная перваго порядка, то 
мы тЬмъ же самымъ докажемъ, что у есть транецендентная 2-го 
порядка. 

Положимь, что посредетвомъ какихъ-либо преобразованій удает- 
ся представить у, какъ трансцендентную 1-го порядка; приведемъ 
тогда число одночленныхъ транецендентныхъ перваго порядка къ 
minimum; пусть одна изъ этихъ одночленныхъ транецендентныхъ 
будеть логариемическая: 0 = Гуи, гд и — алгебраическая функція; 
обозначая совокупность остальныхъ одночленныхъ транецендентныхъ, 
входящихъ въ составъ у, черезъ Ф, будемь имфть: 
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Ela am EE ER, EE 
ша. EE 


у= Ф (2, Ф, 0), 
ГДЬ Ф —знакъ алгебраической функціи отъ воБхь ея аргументов. 
Дифференцируя по æ, получимъ: 


di u' 

ба бее: 
TAB Q's 0бозначаеть производную, взятую по явно входящему 2 и 
по 2, входящему въ ф черезъ Ф, а eis производную по явно вхо- 
дящему 0. Mss опредъленія же функцш y находимъ: 


Ци Шы. 


у de o 


3 


такъ что имЪемъ: 


: Е 106 
Фаро === Ф. 


2 


Мы получимъ такимъ образомъ алгебраическую зависимость между 
D и другими транецендентными, входящими въ составъ $; на оено- 
ваніи доказаннаго въ предыдушемь параграфъ заключаем, что эта 
зависимость не нарушитея, если 0 замфнимъ черезъ GD ryb рг 
произвольное постоянное, такъ что имЪемъ: 


d шел 
2159 (8, P, +0) 7 g (x, Ф, +0) 
и слЪдовательно: 


de (x, Ø, ь-+-0) _ dẹ (æ, D,0) . 
Ф (2, Ф, 6+0) Kr Ф (2, Ф, 9)” 


отоюда, интегрируя, найдемъ: 
2 ф(2, Ф, р4-0)--А Фф (=, Ф,9), 


rab А — нъкоторое постоянное; если при т--а будетъ: Ф 0 и 
0 —с, то найдемъ: 


д о) 
77 ф(а,8,6) ! 


такъ что будемъ имЪть: | 
g (a,b,c). Ф (2, P, +0) = (а, b, p+c). p (x, Ф, 0): 1 


Продифференцируемъ это уравненіе по р и послћ дифференцированїя 
положимъ | — 0; замЬБтивь, что: 
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EAD ыйа I S 
P'a (2, B +0) = p'o (2, P, +0), 


Ф (а, Р, p+c) = e, (аб, с), 
будемъ им%ть: 
Ф (а, 0, с). gi (x, Ф,0)-- e, (а, b, c). Ф (x, Ф, 6), 
или, замБняя 9 черезъ произвольный перемънный параметрь А: 


Silo, Al _ Ф. (a,b,c) 
Ф (2, Ф, 3) Ф (а, b, c) | 


Умножая 005 части этого уравненя на dÀ и интегрируя получимь: 


(а, б, с 
lg ọ (x, D, X) AT А+ В, 
гдЪ В ееть функція, не зависящая явнымъ 00разомь отъ А; но по- 
слЪднее уравнен!е нелъпо, потому что оно выражаетъ, что лога- 
риемъ отъ алгебраической функцїи отъ А есть алгебраическая функ- 
ція 0тъ À. 

Изъ предыдущаго вытекаетъ, что у, будучи выражено, какъ 
транецендентная перваго порядка въ каноническомъ видЪ, не можетъ 
содержать логариемовъ; слфдовательно, если возможно такое выра- 
женів функціи у, то она можетъ содержать однЪ только показатель- 
ныя функци, Пусть одна изъ нихъ будетъ: =e", ryb и—алге- 
браическая функція 2; можемъ опять представить: 


У= (2, Ф, 6), 


гдЪ Ф есть совокупность веЪхъ остальных трансцендентныхъ. 
Дифференцируя по æ, получимъ: 


ГДЬ Q's и фо имћютъ TE же значения, что и раньше. Отсюда найдемъ: 


Ф. (x, Ф, 0) + p'o (x, Ф, 0)0%'__ а 


$ (2, Ф, 0) x 


Опять имБемъ право замћнить въ послфднемъ уравненіи 0 черезъ 
29, гдЪ р. – произвольное постоянное; послЪ этого получимъ: 
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SE E TT TT EE EE E 


22 


28 О 


Q's (x, Ф, p0) ф'о'а, D, p0). рди 28 
$ (2, P, р) 2’ 


причемъ въ этой формулї подъ ir (2, Ф, p0) понимаемъ результатъ 
подстановки WO вмфето 0 въ функцію: ф'о (2, Ф,0). Сравнивая no- 
олбдшїа. два уравненя, получимъ: 
de (x, P, 9) ` 4$(х, Ф, 0) 
(x, Ф, 0) ф (2, Ф, 0)? 
откуда поел интегрированія найдемъ: 
Ф (a,b, с) ẹ (x, Ф, 00) = ẹ (а, b, рс) ф (2, Ф, 0), 


гд опять Би с суть соотвЪтетвенно значепія Ф и 0 для а= а. Ipo- 
дифференцируемъ это уравненіе по № и посл дифференцированія 
положимъ р. = 1. Замътивъ, что: 


P'a (2, Ф,р0) = : p'o (x, Ф, w0), 
Y'a (a,b, pe) = 0 8 (0, po), 
получимъ: 
0.ф(а,Ъ, с) g'o (æ, Ф, 0) = el, (a, b, с) ф (x, Ф, 0), 
HAH. 


Ф'0(2, Ф,0)__ E 
ф(2,Ф,0) Ф(а,,с) 


m 


k e 
00 


причемъ для краткости обозначено: 


EEN сүр: (a, b, c) = constans 
Ф (а, b, с) 


Умножая 06% части полученнаго уравненія на dO и интегрируя, 10- 
лучимь: 


lg (2, Ф, 0) = т1404-14А, 


ryb А — функція, не зависящая явнымъ образомъ отъ 0; изъ по- 
слЪдняго уравненія получим: 


$ (è: PW === ДОТ Яе 
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Kë: FE РЕЗ GË, Së M28 NEE EE E DS EEN E EE ПВ, ээг e See 


D E 


Итакъ, если у содержитъ показательную функцію е“, то TO- 
слЪдняя ВХОДИТЬ въ составъ у только въ BAÉ множителя, можемъ 
поэтому веб показательныя функщи соединить въ одну, и тогда ÓY- 
демъ имЪть: 


— zot 
у = ге, 


rgb 2 и #—алгебраическія функцій отъ а. Такимъ образомъ, если y 
есть транецендентная функція перваго порядка, то она можетъ быть 
представлена въ вид: 

PE 


откуда найдемъ: 


xA 


поолБднеё уравненіе возможно только при условіи: 
и, 
ryb С — постоянное, и тогда будетъ: 


t = constans, 


и слЪдовательно: 
“нэн С", 


ryb С’— также постоянное; но полученный результат предетавляетъ 
абсурдь въ виду того, что по доказанному у не есть алгебраическая 
функція; такимъ образомъ лемма доказана. 


Для цфлей дальнйшаго преобразуемъ по .Їїувилю үравненіе 
(1) слъдующимъ образомъ. Приведя его предварительно извЪетною 
подетановкою: 


21.9) 
~a dæ 
къ Ввиду: 
а 
Seen 


rgb a = аб, полагаемъ затЪмъ: 
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N= LPU, 


ГДЬ р пока не опредъляемъ, посл чего наше уравнене приметъ 
ВИДЬ: 


Фи Эра e g = -р(Р- 1)2-2|и, 


ЗатЪмъ полагаемъ: 


2== 2, 


причемъ 9 также пока не опредфляемъ; тогда наше уравненіе mpe- 
образуетея въ слъдующее: 


SS EH EK SE 2 [azm — p (p—1)z—]u. 


Опредлимъ теперь p и 9 изъ уравнений: 


1-4--2)4::0 
тд-4-24-2--0, 
т. е. примемъ: 
ПОК. В. 
= Ч, 


тогда будемъ имфть дифференщальное уравнение: 


(А+) (6) 


dz? 


rab поетоянныя А и В nwborTh значения: 


AeA E а 


Указанное преобразоване не выполнимо въ случа m = — 2, 
но тогда, какь извБетно, уравнене Риккати, а слЪдовательно и 
уравненіе (6) легко интегрируется въ конечномъ вид; поэтому CAY- 
чай m= — 2 исключимь изъ раземотрънія; также будемъ предпо- 
лагать т отличнымъ OTS 0 и отъ —4, (при каковыхъ значеняхъ 
уравненія (1) и (6) тоже легко интегрируются), для того, чтобы В 
было завЪдомо отлично OTS нуля; замътимъ еще, что А всегда OT- 
лично отъ нуля. 
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7 Чу Lef, ft Lë А" WR Чье ч nah le "EN era) 


E ee 


Изъ формы подетановокъ, приводящихъ уравнеше (1) къ ypas- 
ненію (6), заключаемъ, что если первое интегрируется въ конечномъ 
вид, то и второе такъ же интегрируетея, и наоборотъ; поэтому 
вмЪето того, чтобы искать необходимыя услов!я интегрируемости 
уравнешя (1), можемъ искать такія же условія для уравнения (6) 
къ чему именно приступаемъ. 


85. Транецендентноеть интеграловъ дифференціальваго 
уравненія (6). 

Докажемъ сначала, что уравненіе (6) не имфетъ алгебраическа- 
го интеграла (не считая, конечно, частнаго рЪшенія т = 0). 

Если бы уравненіе (6) имЪло какой-нибудь алгебраическій ин- 
тегралъ, то онь былъ бы корнемь нЪкотораго неприводимаго алге- 
браическаго уравненя 7-ой степени: 


(8) f(e, uju" Z илт 2а и 2,0, 


ryb Z, 2 ...Й„-ращюнальныя функци 2. Дифференцируя это ypas- 
неніе 2 раза по 2, получимъ: 


A 90: af SS 
(9) 02 Ou 4... 

02у òf du du dÉ du 
(10) тг 12-16 2)- 2-0: 0297 


Если функція  удовлетворлоть одновременно дифференціальному 
уравнен!ю (6) и алгебраическому уравненію (8), то она будетъ удо- 
влетворять и уравненію (10) послъ того, какъ мы въ немъ поло- 
ЖИМ: 


д/ 
du ER 
ПЕ RI 

ди 


на основанши уравнешя (9) и 


а?л В 
857 (4 + 5) ш 


на основані уравненія (6); но тогда уравненіе (10) будеть алге- 
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браическое, и слфдовательно ему будутъ удовлетворять већ N KOP- 
ней: м, м.,...и, үравненія (8), откуда заключаень, что већ эти N 
корней будутъ интегралами уравненія (6). 

Составимъ функцію: 


v =U P 40,4. HUn E = Dut, 


ГДЬ №-— нфкоторое цълое положительное число; функція v, какъ pa- 
ціональная симметрическая функція OTS корней уравненія (8), при 
веякомъ № выражается раціональнымъ образомъ черезъ коэффищенты 
этого уравненія; поэтому, если не BC коэффищенты Z4, 4,..... 2.1 
уравнения (8) равны нулю !), то среди чиселъ: 1, 2,....п найдется, 
по крайней мЪр%, одно значеніе для р, при которомъ V не есть тож- 
дественный нуль; пусть для р. выбрано именно такое значеніе, тогда 
v должно быть раціональною функщею 2. Но мы обнаружимъ, что 
это не возможно, и этимъ докажемъ ложность 0ДБЛаннаго предполо- 
женія о сущеетвованін алгебраическаго интеграла уравненія (6). 
Дифференцируя v по z и полагая: 


получим: 


а? 
и замфняя -ys На основанш уравненія (6) черезъ функцію: 


В 
Ри--(4 + а) (1) 
получимъ: 
du, ` ) А 
“5634 ш Pu + v. 


1) 4, всегда отлично отъ нуля; Bb противномъ случаЪ урав- 
ненїе (8) не было бы неприводимо. 
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BEE SEET DC GHEET NEE, SE TE SE 


Опять дифференцируемь v,, замфияемъь посл дифференцированія 
р ру 

и А 

дез “6 Ри и обозначаемъ: 


Эр (№—1) (p—2) ив GH = v, 


тогда получимъ: 


dv D 
EC =2 (p— 1) Ро, +o 


ит. д. Будемъ получать дифференціальныя уравнен!я вида: 


бин TEE 


ГДЪ v; bert значеніе: 


“21 D te Mile СҮР 


Для значеній i = p+1 функція v; равна нулю, такъ что будемъ имЪть 
+1 функцій: ent тр, связанныхъ нижеслЪдующею системою 
5+1 линейныхъ дифференціальныхъ уравненїй перваго порядка: 


dw 

SEN 

Ee ; 
de: -— p Рок, 
ан. 


(12) 


НН (44) (p—i) Port vip 


Kelte уа Таг ОТ Вы ы 


Теперь легко опредфлить видъ функци v, если она раціональна. Mo- 
ложимъ, что знаменатель функцї V bert, корни 2, 2,.... б00ТВЁТ- 
ственной кратности: T4, Tg, ..... Отдфлимъ 0тъ v mbayo часть E 
а изъ дробной части выдфлимъ TÉ простыя дроби, которыя соотвЪт- 
ствують одному какому-нибудь корню знаменателя V, нпр. гү, тогда 
получим: 
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Ф(2) 


P 4 а, r 
, эг Gs mea $@)’ 29 


TAB 01, буун. An, — постоянный, изъ которыхъ о, завъдомо отлично 


отъ нуля, а 2.5 несократимая дробь и ф (2,) 5-0. На основанїш ypas- 


Ф 


Henn (12) п (13) заключаемъ, что функцій: V4, Vs, .. Vp. будутъ вида: 


$ H H 
| СЫ 
ЕБ 44:51 ТҮ: E? 
bans CEAN Mag 
в, б, 


Ор Ёр. Gett? + Gan p 


т, 
v= En = JEFE EE 
2 rab E, В,,... Е, — цфлые многочлены, већ В, т, .... о, т — постоянные 
3 коэффиціенты, изъ которыхь ĝi, Yı; --,,т, обязательно отличны отъ 
_ нуля. На основаши послфдняго изъ уравненій (12) заключаемъ, что 

< степень двучлена 2—2, въ знаменателћ ъз, не ниже, а выше, but 
въ знаменател єр; слФдовательно функція V не можетъ имъть вида 
(13); но если мы примемъ, что единственный корень знаменателя 

e функщи v есть 2, =0, то получимъ результатъ, совмфетный съ по- 
WE слЪднимъ изъ уравненій (12) благодаря виду функши P., Итакъ, 
1 dë в” къ заключению, что функція v, равно какъ и функции 


_ VUn должны имбть сафдующую форму: 


У у- p 
v=cz +dz + =- Les 


Е e р pr "e et Е хо eet 5 


А Я 
Vp = Cp Z Карлу, — 1+ +92 в. 


 причень коэффищенты с, с,,... Cp считаемъ отличными отъ нуля; по- 
_ казатели у, у, un Ур. равно какъ р, Pı,- Pp буть цвлыя числа, поло- 
А __ жительныя, отрицательныя или нули. Убъдимся, что и такая форма 
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функщи e не возможна; для этого докажемъ, что у не MORETE быть 

отлично отъ нуля. Пусть у имБегь какое-нибудь цЪлое, отличное 

отъ нуля значене — положительное, или отрицательное. Замфнимъ 

послЪднее уравненіе (12) слфдующимъ: 


dv 
SCH = Be + Vuh 


Съ дополнительнымъ условівмъ: 


Фр = 0. 


. A у 
Можемъ для аналоги предполагать pat, въ вид функц ou, №, 


причемъ будемъ имЪть: 
Ср = 0. 
На оенованіи уравненїй (12) найдемь послћдовательно: 


v, = ed SE 


“067775: ЗАЗ УС 


причемъ для краткости мы выписываемъ только члены еъ высшими 
степенями 2. Докажемъ, что вообще будемь имЪть: 

РЫР (— DN Lee? с H С SNCH Leen 
(14) 

Va = (— 1) c АС =-.... 
ryb Beb С постоянныя. Формулы (14), очевидно, вБрны для 91; 
докажемъ, что онъ върны для Q= t+ 1, если вЪрны для у ==. lpn- 
нимаемъ, что онъ вЪфрны для 9=; на основан общаго уравненія 
системы (12), найдемъ: 


due с. Р 
| Vaip = ЯС — 2i (p — 214-1) Ре, 


(12 bis) Я 
| pute (01-0) (6—20 Pon; 


вставляя въ эти формулы выраженя т и Vz, вычиеленныя по 
формуламъ (14), получимъ выраженя тэд: и Tat: указаннаго вида, 
причемъ коэффишенты С’ будуть имфть значения: 


http://rcin.org.pl 


ДОР де KEEN в ВА М с ҮРРЭЛТӨрЧБҮЛДЖТ”ЭРЛЭВРЭЛДд EAE Et ft get T ЭТЭЭРТЭР 


Е 61 e 


Сиа: — УС (и— 24-1) Си 
Си = (2i+1) (6—2) бу 
Если у положительно, то для значеній А: А. С; положительно. 
Что касается Сүүг, то при }. = 2, найдемъ: 
Сун гш Canpa = YOn тп Cani 2-0, 
а при p=2n+1: | 
Ср — Conte = (2n+ 1) С„> 0, 
такъ что при веякомъ р: Су, 2> 0; на основаніи формулъ (14) sa- 
ключаемъ, что Для сръ. получится также значеніе (положительное 
или отрицательное), отличное OTS нуля, что не возможно, ибо сда: 
завЪдомо равно нулю. Если у отрицательно, то, пока указатель при 
C не превосходить р, већ коэффиціенты Crip: положительны, а већ 
Си, — отрицательны (С, 2> 0, С, < 0). Въ этомъ случаЪ при p= 2n 
получимъ: 
Съ = Сл <0, 
а при p= 21-1: 
Ср = Santa > 0; 
опять оказывается, что (at отлично OTE нуля, такъ что и дая 
сраз Получится значеніе, отличное отъ нуля, что не возможно. Ta- 
кимъ образомъ доказано, что у не можеть быть отличнымъ отъ нуля. 
Пусть теперь будетъ: у = 0; тогда функція v иметь видь: 
v= cote e Hez., (82550), 
По уравненіямъ (12) найдемъ подобно предыдущему: 
9 —=—с2 * +... 
vy =— p А (ote) 
Докажемъ, что вообще будемь имЪть: 
Daa -0(-1) с А Се Ee DEED 
Saz 1)* А С, (со--с2—')4----, 


rab већ С— постоянныя. Для 9 = 1 формулы върны; пусть онъ вЪр- 


http://rcin.org.pl 


НЫ для Q= i; докажемъ, что ont вЪрны для 0::1--1, по уравненямъ 
(12 bis) находимъ: 


gata = (Пе ба... 

vaipa =(— ПН AH Сунь (о сг") +- 
т. е. формулы заданнаго вида, причемъ будемъ имЪть: 

Сын = Ou +A MRH) бил 

Сы» = Cit D (&—99 Сы. 


Эти формулы для велкаго р дають значеніе С„+, отличное отъ HY- 
ля (именно Cp+ > 0), такъ что и для gn: получилоеь бы значеніе, 
отличное отъ нуля, что опять не возможно. Такимъ образомъ ока- 
зываетея, что у не можечъ равняться нулю. Сопоставляя arr ре- 
зультатъ съ предыдущимъ, заключаемъ, что система (12) не совм5- 
стна при раціональномъ значени функцїй v, а отсюда вытекаетъ 
непосредственно, что уравнеше (6) не имфетъ алгебраическаго ин- 
теграла. 


$ 6. Форма копечныхъ интеграловъ дифференщальнаго 
уравненія (6) наинизшаго порядка транецендентности. 


На основані доказаннаго въ предыдущемъ параграф заклю- 
чаемъ, что всякая конечная функція, удовлетворяющая уравиенію 
(6), есть функція транецендентная. Если существуютъ конечныя 
транецендентныя функцш, удовлетворяющія уравненію (6), то среди 
нихъ найдется по крайней мър® одна, транецендентность которой 
будетъ порядка не высшаго, чъмъ трансцендентность всякой другой 
изъ нихъ; обозначимъ этотъ наинизшій порядокъ трансцендентности 
черезъ п (n по самому смыслу — число конечное). Въ частности, если 
BC конечные интегралы уравненїя (6) суть транецендентныя одного 
и того же порядка, то подъ п будемъ понимать этотъ общий поря- 
докъ. Изучимъ форму транецендентныхъ функцій n-ro порядка, удо- 
_влетворяющихъ уравненію (6). 

Раземотримъ одну изъ такихъ интегральныхъ функцій и при- 
ведемъ ее къ каноническому виду, т. е. сведемъ къ Minimum число 
содержащихся въ ней одпочленныхъ транецендентныхъ 7-го поряд- 
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ка. Докажемъ, что тогда этотъ интеграль не будетъ содержать л0- 
гариөмовь. 


тА: 


Въ самомь 4545, допустимъ, что разематриваемый интегралъ 
и въ каноническомъ вид содержитъ одночленную транецендентную: 
Jus = 0, ГДЪ =— трансцендентная (ж —1)-го порядка; тогда можемъ 
представить: 


u= Е(2,Ф,6), 
ryb Ф есть транецендентная n-ro или низшаго порядка и не содер- 
житъ явнымъ образомъ 0, а F есть символъ алгебраической функцій 


отъ аргументовъ: 2, Ф, 0, Продифференцировавъ м два раза и Ha- 
звавъ результатъ черезъ Jh, получимь: 


du 
ра = Ра (2, Ф,, 0). 
du ` : А 
Fe есть, очевидно, траноцендентная функція ОТЪ 2 порядка не выше 


п-го; Ф, имБеть значеніе аналогичное Ф въ функціи F, а F, eem 
алгебраическая функція отъ своихъ аргументовъ. Такъ какъ функ- 
ція и удовлетворяетъ уравненію (6), то имбемь слъдующую алге- 
браическую зависимость: 


Е, (z, Ф., 0) =P F (z, Ф, 0); 


на основанш $ З заключаемъ, что эта зависимость не нарушитея, 
если вместо 9 возьмемь въ ней 0--р, ryb }. произвольное поето- 
янноё число; получимъ: 


Р, (=, Ф,,04-р)--Р Е(, Ф,0- В) 


но, замВтивъ, что: 


48 4(0-8) 
o 65 $ 
найдемъ: 
d? Е (2, Ф, Ө 
а 0р (2, Ф,,04-џ), 


откуда заключаемъ, что F(z, Ф, 04-р) есть также интегралъ уравне- 
ша (6). Продифференцировавъ уравненіе (6) по №, получимъ: 
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такъ что интеграломъ уравненія (6) будетъ также функція: 


ò F(z, Ф, 0- в) 
du 


3 


а слЪдовательно и функція: 


д2 Р (2, Ф. 04-р) 
др? 4 
независимо отъ значенія p; полагая въ посл®днихъ двухъ функщяхъ 
и = 0, замфтимъ, что результаты этой подстановки (р. == 0) соотвЪт- 
ственно равны функщямъ: 


д Е(г,Ф,0) ò Е(г,Ф,9) 
99 d 902 '’ 


причемъ дифференцированіе производитея частнымъ образомъ толь- 
ко по явно входящему 0, обозначимъ поелъднія двъ функціи с00т- 
вЪтетвенно черезъ: 


Е'(2,Ф,0), Е", (2, Ф,0). 

Ясно, что интеграль № не MORETE быть тождественно равенъ 
нулю, потому что тогда мы имфли бы алгебраическую зависимость: 
Е'6 (z, Ф, 0) =0, 
тождественную по отношению къ 0, а это служило бы признакомъ 

того, что F (2, Ф, 0) не зависитъ отъ 0, что не вЪрно. 
Дальше, легко замфтить, что отношеніе интеграловь Ки Aix 


не можетъ равняться постоянному; дЪйствительно, въ такомъ CHY- 
чаъ мы имли бы алгебраическую зависимость: 


F's (e, 2,0) =K F (z, AE, 


rab К = const.; въ ней мы могли бы считать 0 простымъ перем%н- 
нымъ параметромъ; интегрируя послЪднее дифференщальное ypas- 
нен!е съ частными производными, мы нашли бы: 


Е (2, Ф, 0) = ек9, 
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rt Q отъ O непоередетвенно не зависить, но этоть результатъ 


абеурденъ, такъ какъ еъ правой стороны "tegt, показательную 
функцію аргумента 0, а съ л5вой— алгебраическую функцію того же 
аргумента. 

На основан доказанныхъ свойствъ интеграловь Ри Hie за- 
ключаемъ, что третій интеграль Р”, непремфнно будетъ имЪть видъ: 


bet, D, 0) = С, Е", (2, $,0) + С, F (z, Ф,9), 


ryb С, и С,- н55которыя постоянныя; послфдняя зависимость TOR- 
дественна относительно 0; разематривая функцію F, какъ функцію 
аргумента 0 и считая 2 и Ф параметрами, не зависящими оть 0, бу- 
демъ имЪть для опредїленїл F линейное дифференщальное уравнен6 
второго порядка, общ интегралъ котораго имБеть видъ: 


F(z, Ф, 0) = а, em ta, ml, 
ryb m, и т, —корни уравнения: 
т? — um С, = 0, 


ао, и о, произвольныя функцш аргументовь 2 и Ф, не содержа- 
ша 0. Въ частномъ случаЪ, ecan: 


m =m == 0, 
будемъ имъть: 
F (z, Ф, 9) = (а; --баз) ё", 
наконецъ, при условіи: 
m= my = 0, 
найдемъ: 
Ate, Ф, 0) = a, +a, 0. 


Мы приходимъ такимь образомъ K'b заключению, что если интегралъ 


К въ канонической форм содержитъ одночленную логариемическую 
функцію, то онъ долженъ имЪфть одну изъ слЪдующихъ трехъ формъ: 


Е(2, Ф, 0) — а, ет? 4-а, етй 
F (z, Ф, 0) = (a, +2 0) em 
CHE CH 
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Ho не трудно замфтить, что ни въ одной изъ этихъ трехъ 
формь интеграль К не можетъ предетавиться; дЪйствительно, пер- 
выя двЪ формы не возможны потому, что функція F по отношению къ 
аргументу 0 алгебраическая, функщи же о, 6”:7--0, е" и (о, +-а, Die 
транецендентны (ем. $ 2); третья же форма интеграла Ё не возмож- 
на потому, что въ такомъ селучаъ мы имфли бы интегралъ уравне- 
нія (6) вида: 
Hints, Ø,0)= as, 


не зависящій отъ 0, блБдовательно содержащй, по крайней mbph, 
одною транецендентною 2-го порядка меньше, чъмъ интеграль F, 
что не согласуетея съ сдфланнымъ нами предположешемъ. 

Можемъ такимъ образомъ ечитать доказаннымъ, что въ конеч- 
номъ интеграл уравнения (6) n-ro (наименьшаго) порядка транецен- 
дентности, приведенномъ къ канонической формЪ, одночленныя транб- 
цендентныя 7-го порядка суть только показательныя функци. Haat: 
дуемъ теперь, въ какой Gopr эти показательныя функщи содер- 
жатся въ разематриваемомъ интегралЪ. 

Пусть одна изъ такихъ показательныхъ функцій будетъ: 0 — ее, 
ryb =— транецендентная (и—1)-го порядка. Полагаемъ опять: 


и —= Е (2, Ф,0), 


гдЪ Ф есть транецендентная n-ro или низшаго порядка, и 0 явнымъ 
образомъ не содержитъ, а F есть алгебраическая функція отъ аргу- 
ментовъ 2, Ф, D. Дифференцируя з два раза по z и обозначая, какъ 
раньше: 

du 

Fe Gem Р, (2, Ф,, 0), 
ryb Ф, имбеть значеніе, аналогичное значению Ф въ интеграл Р, 
получимъ на основаніи уравненія (6): 


В (z, Ф,, dE P F(z, Ф, 9), 


что предетавллеть алгебраическую зависимость, тождественную по 
отношению къ Ô и другимъ транецендентнымъ 2-го порядка; полагая 
въ ней вмЪето 09—10, ryb в, произвольное постоянное, найдемъ: 


F, (z, Ф,, 0) = PF (z, F, p0), 
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4(к9) pde 
dz =, 
получимъ: 
d? F (z, D, uf 
Se We — Ру (z, Ф,, u0) 


и такимъ 00разомь уб%димся, что при какомъ угодно значени р. 
функція F(z, Ф, ui веть также интегралъ уравнения (6). Такъ какь 


d 22838 
gp УЛоваеотворлеть уравнению (6), то, продифференцировавъ интегралъ 


F(z, Ф, 9) два раза частнымъ образомъ по р. и положивъ посл диф- 
ференцированія р. = 1. получимъ два новыхь частныхъ интеграла 
уравнения (6), которые, какъ легко усмотрЪть, будутъ совпадать 
соотвЪтетвенно съ первою и второю частными производными F(z, Ф,9), 
взятыми по явно входящему 0 и умноженными соотвЪтственно на 
9 и 0°, такъ что будемь имЪть: 


дР(2,Ф, р op 
| др, dn e E eg Si (2, 9) 0) 


F(z, Ф, el GE 
E — 02 bilie (z ї 
| do Li 0", (z, D, 0), 


Dk 27, и Hin, какъ сказано выше, суть чаетныя производныя; 
др „Е 
Ap (06 

И въ этомъ случав Hir не можетъ быть тождественнымъ HY- 
лемъ, потому что тогда оказалось бы, что F(z, Ф,0) не зависитъ 
отъ 0. Положимъ затъмъ, что интегралы Dis и F не суть pas- 
личные интегралы уравненя (6), т. е. что ихъ отношеніе равно 
постоянному А: 


функци 77 по явно входящему 0. 


0 be = КЕ, 


тогда, умножая 00% части этого соотношенія на dO и интегрируя, 


получимъ: 
Fe, d Di UD, 


rab © боть функція 2 и Ф, не зависящая отъ 0. 
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Интеграломъ того же типа можно удовлетворить уравнен (6) 
и въ томъ случаЪ, когда отношеніе Di и F не есть постоянное. 
Дъйствительно, тогда третій интегралъ 0”, необходимо долженъ 
ИМ5ТЬ ВИДЪ: 
(15) 022" = С,0р' + С.Р, 
гдз С, и С, –постоянныя; мы имћемъ слЪфдовательно для опредфле- 
нія F, karb функцій 0, линейное дифференщальное уравненіе BTO- 
рого порядка; его общій интегралъ есть: 
F(z, Ф, 0) = о, 0" +0,0”, 
ГДЬ Mm, и ә, корни уравненя: 
т (an – 1) = С,т--С,, 
а 2, и а, –функціи z и Ф, не зависящія отъ D Интеграломь урав- 
ненія (6) будетъ также функція: 
Е (z, Ф, 89) м. Wi Dm +2," ИА 
ГДЬ № произвольное постоянное; слфдовательно уравнеше (G) будетъ 
имЪть также интеграль: 
F(z, Ф, р0) — в” F(z, Ф,0) ` 


ту ит 
ээ рээ 


ER Dm 


того же типа, что и функція 90^. Если отношеніе Ки 09/5 не 
равно постоянному, то ни а, ни 2, не могутъ быть нулями; Ab: 
ствительно, если бы было а, —=0, то мы AMBAH бы: 


10502055, 
ӨР" =m, а, 0", 


: Kë Ei 
такъ что отношеніе F равнялось бы постоянному т,; такъ же 


үбъждаемся въ невозможноети предположеня о, =O въ разематри- 
ваемомъ случа%. 

Относительно чиселъ M, и т, замћтимъ, что онъ не могуть 
быть равны между собою. ДЪйствительно, если бы было т, — ть, 
то уравнене (15) имбло бы интегралъ вида: 

Р (2, Ф, 0) =a, 0" 4-а, 0™ lg 0, 


ryb опять о; и 2, отъ 0 явнымъ образомъ не зависятъ; но такая 
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форма интеграла при 2, 520 не возможна; въ самомъ AE 1) если 
ти —чиело дЪйствительное раціональное, то отсюда мы получили бы: 
F (z, Ф, 0) — в, 0" 


о. 9", $ 


199 


такъ что функція /70 была бы алгебраическая относительно 0, 
2) если т, — число дЪйетвительное —ирраціональное, или комплексное, 
то мы нашли бы: 

F(z, Ф,9) 


Dm, = a +a lg 6” 


такъ что функція 0” была бы транецендентная перваго порядка OT- 
посительно 0, между тъмъ какъ изъ леммы, доказанной въ $ 4, cab- 
дуетъ, что эта функція должна быть трансцендентная второго по- 
рядка. 

Изъ всего изложеннаго въ этомъ параграфЪ слъдуетъ, что еели 
мы въ интегралЪ уравненія (б) вида: u= f(z), ryb f есть конечная 
транецендентная функція перемъннаго 2 порядка N, приведем число 
одночленныхъ трансцендентных 2-го порядка къ minimum, то већ 
онъ будутъ вида eë; если одна изъ нихъ будетъ 0, то уравненю 
(6) всегда можно удовлетворить интеграломъ вида: 20", ryb т — по- 
стоянное, а о не содержитъ 9. То же самое можно сказать и объ 
остальныхъ одночленныхъ транецендентныхъ 7-го порядка; называя 
веб эти одночленныя трансцендентныя черезъ: 


ИЛГЭЭ Ы Во 
заключимъ, что уравнеше (6) имБеть интегралъ вида: 
4 — 60,” Bes — Вет =, т е4... — В ет : 


гдз Ви т транецендентныя (2 — 1)-го порядка. 


$ 7. Зависимость между интегралами уравнения (6) и ин- 
тегралами ифкотораго дифференщальнаго уравненія 1-го поряд- 
ка (18). 


Предетавимъ интегралъ w уравненія (6) въ видЪ: 


== 86767 эн 7 (16) 
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Kee e 
rgb #—фуцкщя 2, подлежащая опредъленію. Дифференцируя выра- 
жене (16), получимъ: 


d 4 4 
"et Es Е ENEE 


и слЪдовательно будемъ имЪтъ: 
1 ed а 
a7) = (E+). 
Непосредственно можемъ убъдиться, что опредфленная нами функція 
t удовлетворяетъ дифференціальному уравнению: 


(18) Фраер 


dz 


rab P имћетъ значене доставляемое формулою (11). Пусть функція 
$ есть транецендентная тж-го порядка; на основанш уравненія (17) 
видимъ непосредственно, что 


(19) т < т, 


Докажемъ, что ж—0, т. е. что # есть алгебраическая функція z; 
для этого употребимъ опять методъ доказательства отъ противнаго. 
Предположимъ, что ж>0, и предотавимь функцію & въ каноничес- 
кой формЪ; пусть затъмъ одна изъ одночленныхъ трансцендентныхъ 
т-го порядка, входящихъ въ составъ функци t, будеть 0 == (у е, гдћ 
е—транецендентная порядка ж— 1; обозначая тогда черезъ Ф COBO- 
купность оетальныхъ одночленныхъ транецендентпыхъ, содержащих- 
ся въ & мы предетавимъ: 


(20) t= (2, Ф, 0), 
причемъ зав®домо: 

дф Е 

29 = 11А 


Дифференцируя выраженіе (20) по =, получимь: 
dt 1 de 
= ААГ нех dz? 


Е 


гд Ф. есть производная e по Z, входящему въ составъ Ф явно и 
черезъ функцію Ф, а ein производная по явно входящему D На 
оенованіи уравненія (18) послЪднее уравненіе перепишетея въ вид®: 
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Р 


По извфетному принципу имбемь право въ поелъднемъ соотношеня 
замфнить 9 на 0 + №, rgb № — произвольное постоянное; тогда по- 
лучимь: 


de (z, Ф,94-8)- [Ф (2, Ф, 9+ p]? dz = Pdz, 


откуда заключаемъ, что уравнеше (18) наряду съ интегралом (20) 
bert, интегралъ: 

t= (2, Ф, 0 в), 
и слЪдовательно, на основанш соотношеня (16) заключаемъ, что 
уравнеше (6) имфетъ интеграль: 


и = ef $ & Ф040), 


Go Ре. du 
Интеграломъ того же уравнешя (6) будетъ также Ae при всякомъ р. 
Полагая въ частности р == 0, найдемъ слЪдующе два частныхъ HH- 
теграла уравненія (6): 


шу = e Ф Ф.0) dz 

шь = 6/9 a D, 0 de, Гот (z, Ф, 0) dz. 
Но велкієе два интеграла уравненя (6) связаны между собою зави- 
симостью (ер. стр. 26): 


lu, lu 
27 ES 2 ES = constans; (21) 
примбнял эту формулу къ найденнымъ интеграламъ м, и м., п0- 
лучимъ: 

| u” (2, Ф, 0) = С, 


_ причемъ постоянное С’ не можеть равняться нулю, ибо $’, отлично 


отъ нуля; далЪе, имБемь: 
Vē 
ан =) 
p'a (z, Ф,9) 
но на основан этой формулы оказалось бы, что u, боть транецен- 


дентная порядка не выше т-го, между тъмъ, какъ мы предположи- 
ли, наинизшій порядокъ транецендентности интеграловь уравненія 
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а e e EE 


(6) есть n-m, и по формулЪ (19) »љ<п. Отсюда заключаемъ, что 
функція £ въ канонической форм не содержитъ одночленныхъ транс- 
цендентныхъ 2-го порядка вида lge. 

Допустимъ поэтому, что é содержитъ одночленныя показатель- 
ныя функцій т-го порядка; пусть одна изъ нихъ будетъ: Daer, 
ГДЬ =— транецендентная (ж—1)-го порядка; опять предетавляемъ: 


t= (z, Ф,0), en 

Получимъ: 
di ) 22 6 
эвээ = 60 — 
de ТТИ A 
ГДЬ ei, wein имЪютъ значешя аналогичныя предыдущимъ; поелЪднее 
уравнеше на основанш уравненія (18) перепишется въ видћ: 
de 

el. ре 2— р. 

90:40) CSR ? 
въ этомь уравненш, которое есть тождество по отношенію къ транс- 
цендентнымъ т-го порядка, замънимь 0 на рд, DU p — произвольное 
постоянное, тогда получимъ зависимость: 


аф (2, Ф, p0)+ [$ (2,Ф, p0]? dz = Pdz, 
откуда закаючимъ, что интеграломь уравненія (18) будеть функція: 
t= (2, P, p0) 
при всякомъ №; на основаніи же формулы (10) заключимъ, что HH- 
теграломь уравненія (6) будеть функція: 
u — е7 pa D, II 
Дифференцируя ее по № и принимая затъмъ р==1, найдем» Gu: 
mie два частныхъ интеграла уравнения (0): 
(7 -шє/үтї Ф,0) 4: 
и, е6 Ф,9)4:, /0ф/, 2, Ф, 0) аг, 
такъ что на основанш зависимости (21) получимъ: 
w? 0%'0 (2, Ф,0) = С, 
причемъ опять С 50; отеюда найдемъ: 
48 
а 
VO ф'е (2,0,0) 
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— 18 — я 


такъ что т, и въ этомъ случаћ оказалось бы транецендентною поряд- 
ка не выше тго, что не возможно. Приходимъ такимъ образомъ 
къ заключенію, что нельзя предположить mz 0, и, елБдовательно, 
убЪждаемся, что £ есть алгебраическая функція 2. 

Итакъ, если уравнене (0) имфетъ конечный нитегралъ (транс- 
цендентный), то уравненіе (18) необходимо должно имфть алгебраи- 
ческій интегралъ. Задача наша еводитея такимъ образомъ къ изы- 
сканію необходимыхъ үсловій существованія алгебраическихъ инте: 
граловъ уравненія (18). 


$ 8. Характеръ и видъ алгебраическихъ интеграловъ 
уравненія (18). 


Мы еще болБе упростимъ нашу задачу, показавь, что већ al- 
гебраическіе интегралы уравненія (18) суть рашональныя функци z. 

Пусть какой-нибудь алгебраическій интегралъ уравненія (19) 
служить корнемъ неприводимаго алгебраическаго уравненія (22): 


о (z, =0, (22) 
тогда будемъ имЪть: 

d о 

ат ЭЛ 


такъ что на основанш уравнения (18) получимь: 
0. + (Р-Р) o' = 0. (23) 


Но уравненіе (23) алгебраическое и имфетъ одинъ корень общ 
съ неприводимымь алгебраическимь уравненемъ (22), поэтому већ 
корни уравненія (22) удовлетворяютъ үравненію (23), и ел®дова- 
тельно вев корни уравпенія (22) удовлетворяютъ дифференщально- 
му уравненію (18); обозначая ихъ черезъ &, ё, fe. заключимъ, на 
основаши уравненія (16), что уравнеше (0) имБеть частныя рБшенїл: 


w = e! has. и, = е/ E Ug — e! па E 


Легко однакожъ убфдитьея, что число различныхъ частныхь p ue- 
ній уравнения (6) этого типа, а слЪдовательно и число корней t урав- 
нения (22) не можетъ быть больше двухъ. ДЪйетвительно, прим няя 
къ ч, им, формулу (21), получимь: 

10 
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= 


SCENE ЕЮ 


(5-4)46/ Aacher zz 
НО: 
SJ Таче ц, 


слЪдовательно имфемъ: 


(24) - и и, = 1 1 


о — d 


Изъ неприводимости уравнения (22) слЪдуетъ, что постоянное C, ur: 
лично отъ нуля: въ противномь елучаъ было бы t, =t, Еели, кро- 
мБ U, им, уравнене (6) имфетъь еще интегралъ и. того же типа, 
то аналогичнымъ образомъ получимъ: 


ryb С, и С, –постоянныя, не равныя нулю, и слфдовательно будемь 
ИМЪТЬ: 


Такимъ образомъ, при существоваши интеграла wz, произведеше ш, о, 
: 1, 2 4 e 
и отношеніе E были бы раціональными функціями ti, t, и tg, и 045- 
1 

довательно, алгебраическими функціями 2, что не возможно, ибо до- 
казано, что уравненіе (0) алгебраическихъ интеграловъ совеъмъ не 
Hubert, | 

Изъ доказаннаго вытекаетъ, что уравнеше (22) по отношению 
къ ё есть степени не выше 2-0й; для доказательства раціональности 
+ нужно только обнаружить, что оно линейное относительно t. 
Съ этою цфлью докажемъ предварительно, что функція: 


ВЕ a 
не можеть быть раціональною функціею =. Для этого посл дова- 


: 45, Эг 
тельнымъ дифференцированемь опредъяяемь 7; и волк разъ, послЪ 


2, 


А du 
каждаго дифференцированія (начиная со второго), занфняемь =: 
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- Фи, f : 
и > соотвфтетвенно черезъ Ри, и Ри,, на основани уравненія 


А 45% 
(6); найденная такимь образомъ производная Te будеть содержать 


только первыя производныя U, и U, по 2. Если мы затъмъ въ CH- 

стем уравнепій (12) положимъ р = 4 и искаючимъ посл довательно. 

Vi, Va Vg H V, то для опредфлешя v получимъ линейное дифферен- 
5, 

s . v « 
щальное уравненіе 5-го порядка, которое дасть для gz ВЫраженіе, 
тождественное съ найденнымъ раньше, откуда заключимъ, что функ- 
nia © = 10, ?и,? удовлетворяетъ систем уравненій (12) ). Но такъ 
какъ было показано, что система (12) не совмБотна, если функція v 
раціональна, то отеюда и заключаемъ, что функція V= U4? 0,2 не. 
веть раціональная функція 2. 


1) Ks тому же результату можно проще придти слфдующимъ 
косвеннымъ путемъ. Пусть U, и U, будуть два различныхь инте- 
грала уравненія (6), тогда система (12) при p=4 будеть удовле- 
творяться Функцїею: 

v = (U, +cU), 
rab с— произвольное постоянное. Но система (12) по исключения 
01,2, Vg и V, даеть для V линейное диФФеренціальное уравненіе 5-го 
порядка, поэтому, если это уравневіе удовлетворяется хункщею: 


о = 17,4440 107,2 17,4-602 107,2 17,2 4-43 U, 0,3--040,3 
при произвольномъ значеніи с, то оно имћетъ слћдующіе частные 


интегралы: 
0+, 0,0, 0120,2, 0,0,3, 0,1, 

но эти интегралы различны, если U, и U, различны, поэтому общй 
интеграль упомянутаго дихФеренщальнаго уравненія имћетъ видъ: 
(А) v = 010,4 6, 0130,--0, 01*0,*-- 6,0, 03-6, 034, 
rab Ci, С,,С,, С, Cs — произвольныя постоянныя. Такъ какь a, и и, 
можно представить въ вид5: 

ш =a 01,48 Ua, и =y U+ 0), 
то ш? U? заключается въ Форм% (А), слБдовательно Функція V == 0,2 0,2 
удовлетворяеть системЪ (12) (Toumbe: упомянутому линейному диФ- 
Ференшальному уравненію). Сравн. Liowwille: Mémoire sur les trans 


cendantes elliptiques de 1-re et 2-de éspèce, considerées comme fonctions 
de leur module, р. 444—5. J. Liouv. V 1840 p. 441—464. 


” 
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а ONE 


Если теперь предположимъ, что уравненіе (22) второй степени 
относительно +, то изъ него найдемъ: 


в == DEER № —=0-УР, 


rb Un V— пъкоторыя раціональныя функцш z, и тогда на осно- 
Banin уравненія (24) получимъ: 


Se 
ш и = —— 
үру 
и слћдовательно: 
ШЕ. 
ш? и,? = 4 ү р 


такъ что U,” U? было бы раціональною функціею z, что по доказан- 


ному не возможно, слЪдовательно уравненіе (22) по отношению къ / 
линейно. 


Доказавъ такимъ образомъ рацюнальность функціи t, мы gafi- 
мемся теперь опредфлешемъ ея формы, что намъ понадобится для 
дальнфйшаго. 


Отдфливъ въ функцій ё цфлую часть и разложивъ дробную 
часть на простыя дроби, мы предотавимь эту функцію въ вид?: 


G 
Gg E = 


такъ что будемъ "uk: 
di 40 AC 
(29) 7 бак H EES 
t 


2 : dt : 
Если эти выраженїя для in gz Вбтавимь въ уравнеше (18), то по- 


ол днео приметъ видъ: 


dQ ER Ga e LC e 
SC нь, Të gen), E el de 


Л%вая часть полученнаго равенства содержитъ цїлую функцію и 
дробную; для того, чтобы это равенство удовлетворялось тожде- 
ственно, . необходимо, чтобы отдЪльно цЪлая функція и отдфльно 
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x 


г >. 


L 
е а 


дробная тождественно обращались въ нуль. Приравнивая нулю цћ- | 
лую часть и припоминая значеніе P: 


Вад, 
5 
получимъ: 
4. 
10, äech (20) 
1 а 
причемъ черезъ Q, обозначена цълая часть произведения: 20, у Ga 


Замътивъ, что степень мена 40 + Q, по крайней mbp% на единицу 


ниже степени 02, заключимъ, что Q? и А должны быть одинаковой 
степени, но А есть число постоянное, поэтому находимъ: 


Q= constans, 
а отоюда вытекаетъ: 


2 
0,0, 
и слфдовательно уравненше (26) даетъ: 
0 — A=0, 
откуда опредъляемъ Q: 
Ч=+УА. 


ОпредЂлимъ теперь дробную часть функц t. Если будемъ считать 


Y 


A наибольшимъ изъ показателей членовъ вида e 


»э то уравненіе 
(25) можно представить въ видф: 


dt ` AO р М 
de (=p Г М2ё-р№ 


а Г можно написать въ PIK: 


ах М, 


РЕА оре Эрэл... ВЕЛ 
Gan" Ais ai? 


причемъ М,М,, N, №, —цфлые многочлены по 2, изъ которыхъ два 


послЪдніе при 2==—р отличны отъ нуля. Ветавляя эти выраженія 
въ уравненіе (18), получимъ: 
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АМ к В E nr et SC ҮЛ we H ОА: г. бы а аи ER ме"? 


E E EE 


Ga Dë М, М В 
09 Can EAH t MET Ме “в 
Пусть сначала р»-0. Ясно, что 2А не меньше, "but ^--1; но, съ 
другой стороны, 23 не можетъ быть больше, чЪмъ Х--1, потому что 
тогда первый членъ лЪфвой части уравненія (27) не имфлъ бы по- 
добнаго, и лћвая часть этого уравненія не могла бы тождественно 
равняться нулю (С существенно отлично отъ нуля); въ виду этого 
необходимо принять: 

2—1, 
ИЛИ: 
del 

тогда первые два члена въ равенетвъ (27) становятся подобными 
и другихъ подобныхъ 6601, въ этомъ равенствЪ не имфютъ, поэтому 


G(G—1 
ихь oyua: 2-2 должна быть тождественнымъ нулемъ; для этого 


же необходимо условіе: @=1 (@ 520). Такимъ образомъ совокуп- 
ность простыхъ дробей со знаменателемъ вида (2—р)^, входящихь 


1 
въ составъ & при р= 0, даетъ членъ вида: d SE Чтобы опре- 


дълить, въ какой формЪ функція t содержитъ дроби CO знаменате- 
лемъ вида: 29, положимъ въ уравнении {(27) 2—0 и А=; тогда 
получимъ: 

(01:32, 0 М, М B 


hat се эс 23 Д 
ав ан t yin + KÉ й 22 SCH 


Но № не можетъ превосходить 1, потому что въ такомъ случа пер- 
вый членъ не имБаь бы подобнаго и не могь бы исчезнуть; необ- 
ходимо поэтому принять р = 1; тогда должна тождественно обра- 
титься въ нуль сумма членовъ, содержащихъ въ знаменатель 2°, а 
для этого достаточно и необходимо, чтобы G, было корнемъ уравнения: 


02—@ = В. 


Обозначая одинъ изъ корней этого уравненія черезъ — В, получимъ 
тождественную зависимость: 


(28) B (8+1) 2. 
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E аа о 


Окончательно приходимъ къ сайдуюшену заключению: если раз- 
ложимь раціональную функцію t, опредляемую уравненіемъ (18), 
на цфлую часть и дробную, затїнь сложную дробь разложимъ на 
простЪйшія, то эта функція приметь видъ: 


ЕЕ 1 
ett -É+ у 2, (29) 


причемь р отлично отъ нуля, а В есть корень уравнения (28). 


$ 9. Общ интегралъ уравненя (6) въ конечномъ вид%. 


Получивь выраженіе функци t, мы на оенованш уравнения (16) 
находимь слЪдующую форму интеграла уравненія (6): 


ý= та DË Zeche (30) 


ГДЬ Z есть произведене веъхъ двучленовъ вида 2—р, елужащихъ 
4 Е 1 : 
знаменателями дробей въ выраженш ; ER Ветавляя выраженіе 


и въ уравнене (6) и принимая во вниманіе выраженіе В изъ урав- 
Henia (25), получимъ слъдующее уравненіе, которому должна удовле- 
творять huaa функція 4: 


si OR Г Эй 
"Ae 28214) q + 280420. (31) 


Пусть многочленъ 2 будетъ А-ой степени, такъ-что можемъ положить: 
Z= ай-а +... Нар 24-а. 


Для опредленіа коэффиціентовъ а; достаточно ветавить это выра- 
жене 2 въ уравненіе (31) и приравнить нулю коэффиціенты при 
различныхъ степеняхъ =. Приравнивая нулю коэффиціентъ при 2^, 
находимъ: 


к=}, 
такъ что В необходимо должно быть чиеломь WANN, положитель- 


нымъ или нулемъ. Приравнивая затфмъ нулю коэффиціентъ при 
25-"-1, получимъ: 


Ў пи р:/гсїт.ога.р! 


ЖЭ”? 


4 Акы № E Abee CZ ТР; М ВЕР Ae T ЧАС E ое Ар ВР. a 
ke 23 


мад идэж 


CFDT 

Ges р 

и по этой формулЪ опредфлимъ поел%довательно веб коэффищенты 
а (а= 1). Такимъ образомъ при В цломъ и не меньшемъ нуля 
уравненіе (31) опредъляетъ многочленъ Z В-ой степени съ коэффи- 
ціентами, доставляемыми формулою (32`. ОоотвЪтетвенно двойному 
знаку у УА имфемъ въ формул (32) также 2 знака, такъ что полу- 
чимъ два многочлена 2, отличающихея только знаками отдфльныхъ 


членовъ: въ одномъ изъ нихъ већ знаки положительные, въ дру- 
гомъ—поперемвнно положительные и отрицательные. Называя эти 


два многочлена соотвЪтетвенно черезъ 4, и Й,, получимъ на OCHO- 
Banin формулы (30) сябдующее выраженіе общаго интеграла урав- 
нения (6): 

e ЕТ В Чо ES, 


rb С, и С, —- произвольныя постоянныя. 
1 а 2 


$ 10. Необходимыя условія интегрируемости уравненія 
Риккати частнаго вида, 

На основанш результатовь, полученныхъ въ двухъ послЪднихъ 
параграфахь, мы можемь утверждать, что для интегрируемости урав- 
нения (6) въ конечномь PUE достаточно и необходимо, чтобы коэф- 
фишенть В быль вида: 

В--8 (+1), 
rgb В —чиело Wine положительное или нуль. (При В= О будетъ 
также В—0, а въ этомъ случаЪ уравненіе (б) интегрируется легко 
въ конечномъ видЪ). Такъ какъ условїа интегрируемости уравнения 
(6) совпадаютъ еъ услошами интегрируемости частнаго уравнения 
Риккати (1): 

EE 


то на основанш формулы (7) можемъ сказать, что для интегрируе- 
мости послЪдняго уравненія въ конечномъ видъ необходимо и доста- 
точно условие: 


2 2m /m БУ? 
(535) 4 ан) ИРА 
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х (227 


rab &— цьлое положительное число, или нуль; отеюда легко найдемъ: 
2 
m= —2 + 
— 141° 
и саБдовательно: 
AR —4 Ggs, —4i— 4, 
LC Et Aar ВЕ 
MBHAA въ M, i на i—], Предотавимь M, въ вид: 


тү 
2 2—1’ 
причемъ въ послЪднемъ выражены È должно быть числомь цфлымъ 
положительнымъ, отличнымь отъ нуля; но, замЪтивъ, что при = 0: 
т, == 0, мы можемъ высказать слФдующее предложеніе: для инте- 
рируемости частнаю уравненія Риккати (1) во конечнома видь 
необходимо и достаточно, чтобы показатель т было вида: 
—4i 
ТНТ 


di, +— иълое положительное число, или нуль. 


11 
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ГЛАВА Ш. 
Интетрироване um Риккати общаго вида. 


--00---- 


$ 1. 005. условіяхъ интегрируемости уравненія Риккати 
въ квадратурахь, 


Будемъ писать общее уравненіе Риккати въ слЪдующемь вид®: 
dy SS 
(1) SE Ру?-- Чу+ В = 0, 


ryb Р, Q, Е суть нЪкоторыя функци перемфннаго 2. Въ общемъ 
видЪ это уравнен!е не можетъ быть обынтегрировано конечнымъ чи- 
сломъ квадратурь, поэтому стараются изыскивать соотношенія меж- 
ду P,Q, Е, при выполненш которыхъ уравненіе (1) интегрируется 
въ квадратурахъ. Beb подобнаго рода соотношенія носятъ хара- 
ктеръ достаточности, но мы совефмъ не знаемъ признаковъ меоб- 
ходимыхо для интегрируемости уравнения (1) конечнымъ числомь 
квадратуръ; поэтому условія, 0 которыхъ идетъ рьчь, предетавляютъ 
гораздо менышй интересъ, чъмъ извфетныя үсловія интегрируемо- 
сти въ конечномъ видЪ частнаго уравненя Риккати, которыя не 
только достаточны, но и необходимы. Трудность нахожденія необ- 
ходимыхъ условій интегрируемости уравненї (1) объясняется ob- 
щимъ характеромъ функцій Р, Q, Л, 

Достаточныя условїя интегрируемости уравненїя (1) въ квадра- 
турахъ могуть быть получаемы самыми разнообразными путями. 
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KA 


бийг. лол а © Маг ЯЛ ТЭРЭ "e к корой Я кофе T 2Р--НГГЛЭР 
D k i e 7 Ы el H mee 12 ? = С р 


- 8 — = 


Можно задать напередъ форму общаго интеграла, какь дьлаеть 
Лтниковг, и искать видъ дифференціальнаго уравненія, которому 
онь удовлетворяетъ; затЪмъ, если получается уравнене вида Pur- 
кати, то дфлаемъ заключеніе о видъ функцій Р,, О, R, при которомъ 
уравненіе (1) имЪетъ заданный напередь интегралъ; ACHO, что этотъ 
методъ совеБмъ не опредЪленный и оставляетъ много произволу. 
Таковъ же характеръ већхъ изелфдованй въ этомъ направленіи. 
Для той же yban проф. Анисимово пользуется интегрирующимъ MHO- 
жителемъ; приведя уравненіе (1) подетановкою 


1 dz 
SE 6) 
къ линейному: 
dis 2% 
SEH 8, = ах + 5.2 == (3) 
ГДЬ обозначено: 
Ee 
8 Ба 
Е PR, 


онь замфчаетъ, что лЪвая часть уравнения (3), умноженная на про- 
извольную функцію A отъ 2, становитея полною производною нЪко- 


КУ а : 4 ТЭР" 
торой линейной функщи оть 2 и СЕ ебли функцію Х выбрать такъ, 


dæ? 
чтобы удовлетворялось нил a уравненіе: 
e 0: 
XS, EH +9 2х0 (4) 


но интегрироваше уравненія (4) для нахожденія функцій Х нисколь- 
ко не легче, чЬмъ интегрированїе уравненія (3) или интегрированіе 
уравненія Риккати; поэтому, вмъето того, чтобы искать общее вы- 
ражене функцій X, приходится задавать напередь различныя ча- 
отныя значенія этой функци и подыскивать соотвЪтетвующія зна- 
ченія функцій 5, и 5, такь, чтобы удовлетворялось уравнение (4). 
Въ цитируемой стать Флорова находимъ также выводъ различныхъ 
условій интегрируемости уравненія (1). 

Въ виду неопредъленности и произвола во веђхъ этихъ изы- 
сканіяхъ, мы не будемъ на нихъ останавливаться. 
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$ 9. Интегрироване общаго уравненя Риккати въ елу- 
чав, еели извБетенъ одинъ или нфеколько чаетныхъ его MH- 


теграловъ. 


Въ общемъ видЪ уравненіе Риккати не интегрируется конеч- 
нымъ числомъ квадратуръ, но мы легко находимъ его общій инте- 
гралъ, зная хоть одинъ частный интегралъ. Въ самомъ AAT, пусть 
будетъ у, какой-нибудь частный интеграль уравненія (1), тогда no- 
лагаемъ: 


1 = 
y=}, + Si (5) 


п приводимъ уравненіе (1) къ виду: 
dz 


посл днее уравненіе есть обыкновенное линейное дифференщальное 
уравнен!е: его общ интегралъ есть: 


EI 


Ф 2 2 
Trotz | -/очарууаа | 
2.60% Ре то dæ+C); 


To 


зная 2, находимь по формулБ (5) общ интегралъ уравненія (1). 
Такимъ образомъ видимъ, что, зная 0динб частный интералг ypas- 
nenia Риккати, мы нагодимо ею общій интералб тосредствомб 
двух квадратура. 

Число квадратуръ, необходимыхъ для изысканія общаго инте- 
грала уравненія Риккати, сводится къ одному, если извћетны два 
его частныхъ интеграла. Пусть, въ самомъ дЪлЪ, имЪемъ два ча- 
стныхъ интеграла уравненія (1): у, nn, Приведя уравненіе (1) къ 
виду (3) посредетвомъ преобразованія (2), будемъ имЪть на основа- 
nin формулы преобразованія б45дуюшїе два частныхъ интеграла AH- 
нейнаго уравненія (3): 


E $ 
7 Zu, dr € Ру, dp 


— 09, — р T, 
Suë 6 , 


такъ что общій интеграль этого уравненія имфетъ видъ: 


http://rcin.org.pl 
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rab С, и С, — произвольныя постоянныя. Зная общій интеграль 
уравнений (3), на основани формулы (2) находимъ непосредетвенно 
общий интеграль уравнения (1): 


или, упрощая его: 


йн 


+ Су,е*% 
y=” Ya 2 A (6) 
d Р(уу--ну) dx 
1--Се= 
rb С— 2 — произвольное постоянное. Приходимъ такимъ образомъ 


С 
КЪ сан, что общій интерала уравнешя Риккати получается 
посредствомо одной квадратуры, если извїьстны два ею частныг 0 
интеграла. 

Наконецъ, если знаем 3 частных интерала уравненїя Pur- 
кати, то безо интерировашя находим ею общий интерала. Въ 
самомь EAB, пусть, кромЪ частныхъ интеграловъ у, и у,, имћемъ 
еще одинъ частный интеграль уравненїя (1) —9.. Тогда по форму- 
ab (6) будемъ имЪть: 


[Ponar 
Yt Соу е" 


(1128 ах 


14--С, 


уулс 


rab С,-нкотороо постоянное. Изъ поел дняго уравненія получимь: 


“энээ 1 31-33 =, 
e Уз--Уг? 


: а С 
вставляя это выраженіе въ уравненіе (6) и называя» черезъ с, MO- 
о 


лүчимь: 


http://rcin.org.pl 


Ул (уз— el +9 (Yı —9з) 

YY +e AY) 7 
откуда видимъ, что 004 интерало уравненія Риккати есть pauio- 
нальная функція ото трехо ею частныг а интезралово. 


y= 


$ 3. Характеристическое свойетво уравненія Риккати. 


Въ предыдущемъ параграфЬ мы видЪли, что общая интеграль- 
ная функція уравненія Риккати есть раціональная функція отъ трехъ 
его частныхъ интеграловъ. Königsberger доказалъ !), что кромЪ урав- 
нен класса Риккати (и образующихся изъ него поередетвомъ алге- 
браическаго преобразованія) нћЪтъ дифференщальныхъ уравнений nep- 
ваго порядка, общій интегралъ которыхъ выражался бы раціональ- 
нымъ образомъ черезъ какое-либо число независимыхъ транецен- 
дентныхъ частныхь интеграловъ. Приведемъ въ сжатомъ видћ дока- 
зательство Кбшасберюера. 

Сначала найдемъ, при какихъ условіяхъ общ интеграль 2 
уравненія: 

H 1221 

гдЪ Ф — алгебраическая функція ott 2 и 2, выражается амебраи- 
чески черезъ п частныхъ интеграловъ: Z4, 2, .... 2, (еъ условемъ, что 
этоть общ интегралъ не выражается алгебраически черезъ меньшее 
число частныхъ интеграловъ). Пусть будетъ: 


(8) z= f (21, Sa = Zn; ©), 

гд$ /— алгебраическая функція отъ већхъ аргументовъ, а с— про- 
извольное постоянное. Предполагаемъ, что между 21, Zo, -+ Zn, равно 
какъ между ними и пезависимымъ перемъннымъ 2, нътъ никакихъ 
алгебраическихъ зависимостей, Дифференцируя уравнеше (8) и npn- 
нимая во вниман!е уравненіе (7), получимъ: 


п 


9 
Ф (z, Г) = Kë (6 (2, 21). 


46-21 


1) Königsberger.—-Ueber die ete.—Act. Mat. Ш 1883 р. 1--48. 
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d Велбдетвїе сдъланнаго нами предположенія заключаемъ, что посяфднее 
9 соотношеніе тождественно относительно V, 2, 2,,.... Zn; с, такъ что 


= тождествами будутъ и слъдующія равенетва: 
ҮЭ wen з _ ЯГ бебо) 
E 25 |. Set г чел 
WI i=l 
ВЕ ғ д 4 DY 
d e оф (2,7) al сн 2: e ICH 24), 


ES 
ТДЬ k— какое-нибудь число изъ ряда: 1, 2,.... п. Исключая изъ нихъ 
2 получимъ: 
ЭГ” учимъ: | 
of 
дф (x, 2 дар 
Sr k) e il Méi vy PA 


6:51 
Положимъ въ этомъ тождествЪ: 
$ (2,2) = ër 


и будомь считать 2, функщею перемфннаго гс, содержащею 2 въ BH- 

ДЪ произвольнаго параметра; далЪе, отдЪлимъ OTS суммы У въ п0- 

саЪднемьъ тождествЪ членъ, соотвЪтетвующій i = №, а сумму осталь- 
n 

ныхъ членовъ (для i= 1, 8 k—1, 04-1, .... п) 0бозначимь: У®, TO- 
Gi 

гда будемь имЪть: 


dÉ Ч d€ 
ай дар 92 
la +2 15 E p= og y Eé 


of Y Gë гм 
де 02 0. 02 

к = of ё 9; ‘ glo, 24) de lg ap агь 3 
д2, de 1=1 de 
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4 с.е. Ф ... 
Р es 20105120 S 


98 E? CES e 


— 88 — 
у и. o 
(9) у р 0 (2, =). Déi 
der дад ‘=! 


ГДЬ E вообще зависитъ отъ 2,2;,2,,.... 221) 244-1, 6 2а И С. 

Пользуясь формулою (9), предетавляюшею условіе существова- 
нія алгебраической зависимости (8), изелБдуемъ, каковь долженъ 
быть видъ функцій Ф для того, чтобы 2 было раціональною функ- 
Wiem OTE 241, 2, ....2а 

Пусть существуетъ зависимость: 


Lë „Р-НЕ (2,-.. nf се 46 112 ғ. 2150) 
фо(25, e Zn EEN Lä Lan ус)” H F y (2,62 ER 


e EE E 


На оонованїй соображеній, изложенныхь Rüäuuicëecinchuug въ ниже- 
цитируемомъ его сочинении *) на стр. 77, можно заключить, что необ- 
ходимо должно быть: 


У 


такъ что, если 2 есть раціональная функція 0тъ 2,,2,,....2,, TO He- 
премфнно 2 должно быть линейною раціональною функціею по OTHO- 
шенію къ каждому изъ этихъ N частныхь интеграловъ въ 0ТДБАЬ- 
ности; можемъ поэтому написать: 
Е-В.2 
2— d CHE 
у 1) ”27 ny ) Qt 0,2,” 

гдз Ro Ri, Qo ©, —цфлыя функцій, линейныя по отношению къ каж- 
дому изъ перем нныхъ: Zz, 2.,....2. Соетавимъ правую часть урав- 
нения (9), принимая въ немъ &—=1. Имфемъ. 


де, №00, 


ER Е 5, 212+ 5, 2-5, 


гдЪ для краткости обозначено: 


1) Königsberger. — Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie 
der Differentialgleichungen. Leipzig. ed. Teubner. 1882. (Цитируемъ по 
словамъ Кӧншсбергера). 
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E MR 

6 2: Beau zl 
AR, 00, TE Чи 
HA ER ёл —де 
dRo 09, д0, 


а Хат и В, Se? 


Пусть корни трехчлена: 5,2,?+ S, 2,4-5, будуть: аи 0 (это — алге- 
браичеекя функцій отъ 2,,....2, ис), и пусть сначала а отлично отъ 
b; будемъ тогда им%ть: 


of 
д2, К, 0,- Р, О, —@ 
d SCH ИЕ 
ч 
р Ё roj д2, да = Му fe Зам Е, Q&Q- Ko 0, de, de, д2; д2; 
ЭУ e" 8,5248, HA а : 
р дс 


7 rab Ми Г—функщи отъ 2, Se, Zn. Fein мы поелЪфднее выраженіе 
` вотавимь въ уравненіе (9), то при суммированш должны тождествен- 
но исчезнуть воб члены съ логариемами, потому что ф (2,2,), по 
предположению, есть алгебраическая функція 0тъ 2 и 2,. Поэтому 
въ результатЪ подетановки получимъ: 


и: òb си) ta 
д2, 
оол) шин хээ члэн Zo (x, PATETAN S З 


Sch 


у 


П Оказывается, что функція Ф (а, 2,) должна быть цфаымъ многочле- 
S _ НОМЬ второй степени относительно 2. 

Є Къ тому же результату придемъ, принимая а = 0. Будемъ им%ть: 
Kat 
Ка $ 
e в H 
5 
A af 

Я. ò | бад, Bak Rf да, 1 д Eat: ER 

да| дГ 17 Sola) да Sa "да 5, 
"i дс а 
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и елБдовательно: 


тб) = 8и па S venl EE 
Е,0,-К,0 яг Б,0,-ЁЕ,0, de 5, 
$=2 
такъ что и въ данномъ случаЪ функція Ф (2, 2,) оказывается цълою 
функціею второй степени относительно 2,. 

На основан полученнаго результата приходимъ къ заключе- 
нію, что для того, чтобы общ интеграль уравненія (7) былъ pa- 
ціональною функціею отъ нЪкотораго числа частныхь интеграловь,. 
необходимо, чтобы это уравненіе имло BHN: 


dz 
T= pi ®).12+9, (а) 2+, (2), 


т. е. чтобы оно примыкало къ классу Риккати. 

Изъ предыдущаго параграфа знаемъ, что число n, фигурирую- 
Wee въ этомъ изслїдованш, равно 3. 

Königsberger доказалъ въ той же статьЪ въ Amt TONS „Acta 
Mathematica“, что, кромЪ уравненій Риккати, нЪтъ уравненїй перва- 
го порядка, которыхъ общ интегралъ выражается алебраически 
черезъ n частныхъ интеграловъ и произвольное постоянное. 


3 
2 


, 


http://rcin.org.pl | LS 
ший: kb М D Е РЧ e. e BS 


-4 ЧАСТЬ П 
Se Свойства функцій Риккати. 


ГЛАВА І. 
Характернотическія свойства функцій PARKAM, 


->> 


$ 1. Теорема объ ангармоническомъ отношении четы- 
рехъ интеграловь уравненя Риккати. 


Въ $ 2 предшествующей главы мы видфли, что общ инте- 
гралъ у уравненія Риккати связанъ раціонально съ тремя частными 
_ интегралами: уу, У», Уз и ОДНИМЬ произвольнымъ постояннынь с фор- 

мулою: 
Yı (Ys —Y2) + Yə (Yı — Уз) | (1) 
~Y + eY — Уз) 
Опредфляя изъ этой формулы с, получимъ: 


у = 


Ze E (Yı —9) (Уз— Y2) 
3 (9. — 98) (у — =y) 
нэ 
GC. | A Aan — 
Ж. I e С, 2 
bai, У Y= 0) 
es Уравнеше (2) служить выражешемь слфдующей теоремы: AH- - 


р 
гэ 
|. 28 зорлоншчёског отношеніе !) произвольныхо четырехз частныхе UH- 


№ 
Ze _ тераловг уравненія Риккати Lag постоянному. Эта теорема 
e = 
л Ki 
en 8 1) Терминъ „ангармоническое отношен!е“ заиметвованъ изъ 
_ проективной геометрии и употреблень здћеь въ переносномь смысл. 
Е H 
298 
EA kK 
H 
4 ын 
ЭРЭ! 
с Ree 
3 Е Б Е b 5 
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92 — 
имфетъ первостепенную важность въ приложеніяхъ уравненїл Pur- 
кати, особенно къ вопросамъ геометрїи. 

Теорема объ ангармоническомъ отношени четырехъ интегра- 
ловъ уравненія Риккати впервые |) была доказана Picard'OMh въ 
нижецитируемомъ его сочинении ?). Онъ доказаль ее слЪдующимъ 
образомъ. Если Y, Yı; У», Уз — интегралы уравненїя Риккати, то должно 
быть тождественно: 

d 5 Ў 
ES TEE 


di A 
SA +Py’+ у. Re 
d 5 

2 4-Рул--Оуу-Ё--0 


4 
25а +Py + Qy; +R = 0, 


dæ 
откуда вытекаетъ слфдующее уравненіе: 
d : 
ТЭГЖ 
4 
p M 1 
| в. 20601 
| Ko Ja у 1 
d 
| 2 gei Me Ab 


Разлагая опредЪлитель по элементамъ перваго вертикальнаго столб- 
ца, найдемъ: 


d d 
T 1—4) (а а) (а) + А Ya) (9-3) (Y-Y) + 


70 4 
+ FA 0) (у) =y) +Z (у) и-ущ-9=0, 
„откуда легко получаемъ соотношеніе: 
а[(у— 9) Gs all dia — у») ә all o 
(97-31) (Уз — >) (у—у») (93—71) 
и далЪе, простымъ интегрированіемъ находимъ уравнеше (2). 


1) По евидътельству Апютте’а въ ст.: „Sur la nature etc.“ loe cit 
2) Picard.—loc. cit. $ 9, стр. 341. 
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Доказанная теорема характериетична для функцій Риккати, т. е. 
каждая функція, обладающая свойетвомъ, выраженнынь въ уравне- 
ній (21, удовлетворлеть уравненію Риккати. Въ самомъ д545, Ha- 
писавъ уравнене (2) въ видЪ: 


у од cX 
29702 
гдЪ Х — опредфленная функція 2, получимъ дифференцированіемъ: 
(0 01) (0—00) (00 05) (0) (у — D Х'; 
исключая отсюда с на основани предыдущаго уравненїл, получимь 
уравненів Риккати, въ которомъ будемъ им%ть: 


р=__1_.Х д +, Z ADM 
91—93 Х? у.—у X dæ ? 
287 Е: 
R=- y Leen E я 


$ 2. Форма зависимости общаго интеграла уравненїя Puk- 
кати отъ произвольнаго постояннаго, 


Изъ формулы (1) предыдущаго параграфа заключаемъ, что 00- 
miñ интегралъ уравненія Риккати имћетъ видъ: . " 
_ X, +CX, 
у= ҮСХ, (3) 
дв Х,, Х,, Xa, Xa — функцш æ, а С — произвольное постоянное; эта 
форма интеграла показываетъ, что обийй интерало уравненїя Puk- 


кати есть линейная раціональная функція ото произвольно NO- 
столнналд *). 


Свойство это замфчательно въ томъ отношеніи, что, хотя мы 
выражения общаго интеграла уравненія Риккати не знаемъ, тъмъ не 
менће знаемъ, въ какой формЪ въ этотъ интеграль входить произ- 
вольное постоянное. Отмъченное свойство функцій Риккати, кромћ 
того, находится, какъ увидимъ впослЪдетвіи, въ самой тЪеной связи 
со свойствами ихъ особенныхъ точекъ. Линейная раціональная за- 


1) Это свойство функцій Риккати было извфетно еще Лагран- 
жу. См. Lagrange, Oeuvres, t. ІХ р. 106, 
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пичосковъ отношении четырехь интеграловъ урав енія Риккати: диф- 


ференцируя уравнеше (3) и исключая произвольное постоянное, при- 
демъ къ уравнению Риккати. Этого слъдовало ожидать напередъ, такъ 
какъ уравненїе (3), равно какъ уравнеше (2), есть только другая 
форма уравнешя (1). 


KS 


ГЛАВА П. 


(йн точки фувкдій Риккати н свойства mm Функций 
Въ Области особенныхь TOTER. 


с2— 


А $ L 0600еннын точки Функцій Риккати. 


Изложивъ характеристическія свойства функцій Риккати, nme- 
рейдемъ къ изучению ихъ особенныхъ точекъ; при этомъ изученіи 
преимущественно будемъ пользоваться свойствами интеграловъ ли- 
нейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го порядка, къ которому 
приводится уравненіе Риккати. 

Воэффищенты P, Q, А въ үравненіи Риккати будемъ считать 

: въ дальнфйшемъ однозначными функціями 2 на всей плоскости это- 
Ze ng перем ннаго. р 1 

Функція Риккати, какъ всякая общая интегральная функція диф- 
ференціальнаго уравнен!я, можетъ имфть два рода особенныхъ TO- 
чекъ: 1) могутъ быть особенныя точки, не зависящія отъ значения 
произвольнаго поетояннаго; положеше такихъ точекъ не мфняетея, 
когда м$фняемъ постоянное C, слфдовательно эти точки принадле- 
жать већмъ олредљленіямо *) интегральной функц; такія точки Ha- 
зываютея неподвижными особенными точками; 2) кромЪ неподвиж- 


Со 


3 RE 1) Опредълещемь (détermination) Функши, содержащей произ- 
й вольное постоянное, называется значеніе Функціи, соотвЪтетвующее 
какому-нибудь частному значенію произвольнаго постояннаго. 
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ныхъ, могугь быть еще т. н. жодвижныя особенныя точки, пере- 
мЪщающіялся на плоскости при измфненш произвольнаго постояннаго. 

По свойству функцін въ области особенной точки, послЬдняя 
можетъ быть трехъ родовь: 1) полюсе !) — точка, въ которой функ- 
ціл получаетъ безконечно большое значеніе, но такъ, что обратная 
величина функцш обращается въ этой точкї въ нуль и остается 
голоморфною въ области этой точки; если 2==2, боть полюсъ функ- 
ци f (2), то всегда можно представить эту функцію въ видЪ: 
у=, 

(2--26)" 

ryb т—цьлое положительное число, причемъ функція /, (2) въ обла- 
сти точки =, голоморфна, а въ самой точкћЪ 2 конечна и отлична 
отъ нуля; число M называется лорядкомо полюса Xa; 2) существен- 
но особенная точка”)—въ такой точкЬ ни самая функція, ни ея 
обратная величина не имбеть опредъленнаго значенія, а можетъ при- 
нимать произвольное напередъ заданное значеніе; 3) точка развьт- 
вленїя, или алгебраически критическая точка 3) — въ такой точкЪ 
функція имЪфетъ одно опредфленное значене, но въ области этой 
точки она многозначна и имфетъ вообще 7 6//6ей. 

Painlevé доказаль, что интегральная функція дифференціальна- 
го уравненїя перваго порядка вида: 
Ч fey), 
ryb /-—рацюнальная функція отъ у, не имфетъ подвижныхъ суще- 
ственно особенныхъ точекъ. Tars какъ уравнен!е Риккати OTHO- 
ситея къ этому классу уравненій, то заключаемъ à priori, что под- 
вижныя особенныя точки функцій Риккати могутъ быть только ал- 
гебраически критическія и полюсы. 

Докажемъ, что функція Риккати не имфетъ подвижныхъ алге- 
браически критическихъ точекъ. Для этого замЬтимь, что на оено- 


1) Фравц. pôle; по Вейериипрасу: ausserwesentliche singuläre Stelle. 

2) Франц. point singulier essentiel; по Вейерштрасу: wesentliche 
singuläre Stelle. 

з) Франц. point critique algébrique, point de ramification; нЪм. der 
Verzweigungspunkt. 
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ванш характеристическаго свойства функщи Риккати эту функцио 
можно предотавить въ вид%: 


_ K+Ly 
у — М+ Му, 


DU уь — начальное значене у, соотвфтетвующее нЪкоторому произ- 
вольно заданному значению 2: 2, (причемъ 2 считаемъ обыкновен- 
ною точкою функци у), а K, Г, М, №— функцій 2, не зависящія отъ 
Уй: Yo йграеть роль произвольнаго постояннаго. На основаши по- 
слЪдней формулы заключаемъ, что у есть раціональная функція отъ 
Уо, и, обратно, у, есть раціональная функція отъ у; елЪдовательно, 
обЪ эти функцій однозначны. Допуетимъ, что, выйдя изъ точки Xo 
съ какимъ-нибудь значеніемъ уо, продолжаемъ аналитически по 06- 
щеизвБетному способу функцію у по нъкоторому пути до произволь- 
ной обыкновенной точки 2, Причемь путь Var не долженъ прихо- 
дить ни черезъ одну изъ неподвижныхъ особенныхъ точекъ. Tars 
какъ у есть раціональная функція отъ у», то мы при выполненіи 
этого условя должны придти въ точку 2 съ нћкоторымъ опред5- 
леннымъ значешемъ у, зависящимъ единственно отъ начальнаго зна- 
ЧӨНЇЙ Yo; МБНЯЛ Yo, будемъ получать въ = различныя опредфленныя 
значенія у. Если мы совершимъ обратный переходь по тому же 
пути отъ точки 2 къ точкЪ 2, ТО такъ же окажется, что уо есть 
однозначная, вполнї опредфленная функція у. Этоть результать, 
вытекающие непосредственно изъ вышенаписанной формы функціи 
Риккати, не совмћетенъ съ предположешемь, что эта функція имћетъ 
подвижныя алгебраически критичеокїл точки. Въ бамомь дЪлЪ, если 
бы были такія точки, то MUAA непрерывно Yọ и выбирая надлежа- 
щимь образомъ путь 2,2 (при соблюдеши однако условія, чтобы онь 
не проходиль ни черезъ одну изъ неподвижныхъ особенныхъ TO- 
чекъ), мы могли бы достигнуть того, что одна изъ подвижных AM- 
гебраически-критическихъ точекъ придетъ на линію а, 2; тогда у 
перестанетъ быть опредфленною однозначною функціею уу, то же 
самое произойдет при разематриваніи у, какъ функціи у. 

Итакъ, подвижныя особенныя точки функціи Риккати могуть 
быть только полюсами. 


Неподвижныя особенныя точки функціи Риккати опред®лимъ 
13 
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аналитически сяЪдующимъ образомъ. Мы видфли ($ 1), что преобра- 


зованіе: 8 
1 42 
(1) УЕ 
приводить уравненіе Риккати къ виду: 
422 1 4РХ d * е5 


Посл®днее уравпеніе линейно, слЪдовательно его особенныя точки 
неподвижны и служатъ особенными точками коэффиціентовъ этого 
уравненіл. Но такъ какъ мы предположили, что коэффишенты 7,0, 
уравненія Риккати однозначны, то для функціи = могуть быть 060- 
бенными точками только TÉ значенія æ, при которыхь коэффиціен- 
ты уравнения (2) обращаются въ безконечность, и, кромЪ того, TOY- 
ка 2 — со. Такимъ образомъ особенныя точки функщи z опредЪ- 
ляются уравненіями: 


ж — со 
РЕ 
(3) РЕ 
@ — өө 
РЕ: 


Въ частномъ случаЪ, если P, Фи Е — цфлые многочлены по 2, или 
вообще голоморфныя функци 2, то особенными точками функціи = 
могутъ быть только корни функцій Ри точка 2 = со. Среди кор- 
ней уравненій (3) могутъ оказаться, впрочемъ, и такія точки, KOTO- 
рыя не будутъ особенными точками для функцш 2; такого рода 
точки, по отношенію къ функцш 2, называютея точками, особенны- 
ми по виду. Beb особенныи точки функцін z вообще будутъ, на 
основаши уравненія (1), особенными точками функцій Риккати, а 
именно: ея неподвижными особенными точками, потому что OHG не 
завиоять OTD произвольнаго постояннаго, входящаго въ составъ 
функцш Риккати. 

Кром этихъ неподвижныхъ особенныхъ точекъ (которыя MO- 
тутъ принадлежать къ тремъ перечисленнымъ категоріямъ 060бен- 
ныхъ точекъ) функція Риккати можеть имъть, какъ мы видфли, еще 
подвижные полюсы. Функція Риккати имБеть то замфчательное 


ВЕ р://гст.ога.р! 


А 14 ? є : Р , 
свойство, что већ ея подвижные полюсы суть полю 


вы 1-го порядка. 
Свойство это, открытое проф. Анисимовымъ, мы докажемъ слЪдую- 
щимъ образомъ. 

Пусть 2-2, будеть полюсъ функцій Риккати, не совпадаю- 
щій ни еъ одною изъ ея неподвижныхъ особенныхъ точекъ, слЪдо- 
вательно 2, не удовлетворяетъ ни одному изъ уравнений (3). Тогда 
можемъ представить у въ DIR: 


y = (2—2) " F (æ), (4) 
rgb п—цВлое положительное ‘число, а F(s) при 2 = 2, конечно и 
отлично отъ нуля. Дифференцируя выражеше (4) найдемъ: 


dy = (2—10) —" En) meea): 


dæ 


Ветавляя это выражене и выраженіе у въ уравнен6: 


Y Рау, 
получимь: А 
(2—2) —" F' (2) –п (8—0) "— Р(а) + Ра) (2а) "(Р (x)]? + 
+ 9 (=) (а) " К()- Е (а) = 0, 
ИЛИ: 
nF (2) = (2—20) F' elt P (æ) (x—x,) "t [F (@)]}? + (2—5,)0 (2) Pist. 
4(2-ү/ 9 В (). 
Полагая въ этомь тождествъ 2 —% И IMBA pt виду вышесказан- 
ныя свойства точки 2, и функцїи F(x), найдемъ: 


5) п= Pfad Ра) аа)", 


“Такь какъ лЪвая часть полученнаго тождества конечна и отлична 


отъ нуля, то такова же должна быть и правая часть, что возможно 
только при условіи: 


—п--1 = 0, т. е. n=l, 
чїнь и доказано, что већ подвижныя особенныя точки функціи Рик- 
_ кати суть полюсы перваго порядка *). 
Изъ доказаннаго свойства функція Риккати выводимъ неносред- 


') Сравни. это доказательство съ доказательствомт проф. Ани- 
симова: „Уравненіе Риккати общаго вида“ стр. 18. 
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отвенное слЪдетв!е, что эта функція не можетъ имЪть подвижныхъ 
нулей выше 1-го порядка. Въ самомъ 4545, на основаніи характе- 
ристическаго свойства (3) функціи Риккати заключаемъ, что обрат- 
ная величина этой функцій есть также функція Риккати, слЪдова- 
тельно, если бы функція Риккати у имла подвижной нуль 2 — 2, 
порядка nœ 1, то эта точка была бы подвижнымъ полюсомъ функ- 
nia Риккати Y, == 7 порядка п2> 1. 


р 


$ 2. Свойства Функцін Риккати въ области ея особен- 


HbIX b точекъ. 

Такъ какъ подвижныя особенныя точки функци Риккати суть 
полюсы 1-го порядка, то въ области каждой изъ этихъ точекъ dng: 
ція однозначна. 

На основаши формулъ (4) и (5) легко получить форму разложе- 
нія функцій въ области такого полюса 2 == Xy. А именно, такъ какъ 
п == 1, то изъ формулы (5) имбемь: 9 

1 
ИЕ 
( о) Р(®.)’ 
и отсюда заключаемъ на основанш формулы (4), что въ области 


x — 2, функція Риккати разлагается въ безконечный рядъ вида: 


1 1 
== + а, а, (20—20) 4а, —2,)24- +++. 


Y= — 
I= Pim) аа 
ИзслЪдуемъ свойства функцій Риккати въ области ея Heno- 


движныхъ особенныхъ точекъ. 
Веякую точку 2 == а простымъ линейнымъ преобразовашемъ: 


2, == 2 — а 
можемъ перенести въ начало коордипатъ. Пусть точка 2 = () Dr: 
детъ одною изъ пеподвижныхъ особенных точекъ функцій Рикка- 
ти, слЪдовательно и особенною точкою функцій =, опредфляемой ли- 
нейнымъ уравненіемъ (2). 
Если обозначимъ черезъ 2, и 2, два различнило частныхъ HMH- 
теграла уравнения (2), то его общ интегралъ выразител формулою: 


ЕТ 
z= C, 2..2, 
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D 


ғ 


"ао 23 


гд C, и С, –произвольныя постоянныя, а тогда функція Риккати, 
на основаніи преобразованія (1), предетавитея въ видћ: 

1 2,4-6,2 
6 EEN 
( ) y P Zi +O Za 


H 


rab Co= p — также произвольное постоянное. Заставимъ NEPEMÉH- 
WI 


ное 2 описать въ положительномъ направлени простой сомкнутый 
контурь, заключающій внутри себя точку `2: 0, и не заключающій 
другихъ 060бенныхь точекъ. Условимся значенїе какой-нибудь функ- 
цій f(x) послЪ такого обхода изображать символомъ (2), такъ что 
значения интеграловь 2, и 2, поел сказаннаго обхода будутъ соот- 
вЪтетвенно 2, и 2,. Изъ теоріи линейныхъ дифференціальныхъ урав- 
nenii знаемъ, что 2, и 2, будутъ также интегралами уравнения (2) 
п слћдовательно они выражаются, какь однородныя линейныя функ- 
ціп 0тъ 2, и Ze, такъ что будемь имЪть: 


21 = 411 21 Faiz Za 
2. = Az 2, 4-93 23, 


DU буу, 215, Dans бээ постоянные . коэффищенты — т. п. коэффищенты 
обхода около особенной точки 2 = 0; эти коэффиціенты удовлетво- 
ряютъ условию: 


Ho. (1) 


Замбняя въ формулЪ (6) y черезъ у, и называя значене функци у, 
mort обхода около точки 2: == () черезъ Yı, получимъ: 


7 1 2+6 21 а Са, 


ЧЕ — -4 = 8 
en Prek РЕ Ст (9) 
ГДЬ обозначено: 
@ 1 
6. EAEE ЗИ 9 
Гра, $ (Co) (9) 


Значеніе у, послЪ обхода, опредъляемое формулою (3), будетъ вооб- 
ще отлично отъ первоначальнаго значеня Yọ. Если 2 обойдетъ еще 
разъ точку 2 = 0) въ томъ же направлений, то получимъ новое зна- 
ченіе функщи Риккати—у,, опредъляемое по той же формул (8): 
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"Е 


SCH 


гдЪ мы положили: 


С.а 
(3 дуул 22 EES 
2 а бам — $ (6); 


будемъ обозначать условно: 
$(С,) =$[9(()]= Ф (Со). 
Совершая неопредфленное число обходовъ въ положительномь на- 


правленш около точки 2—0, получимъ рядъ значенїй функци Pur- 


кати: 
Уо, Yis Yos +, Yis (DT , 4 


вообще говоря, различныхъ. Значеніе et: получается изъ у; послћ 
обхода въ положительномъ направленїй около точки 2 = 0, т. è., по 
нашему обозначению: 
ны =. 
Соотвътетвенно ряду значений для у, получимъ по формулћ (9) рядъ 
значеній для постояннаго С: 
| Ар АЕ ЕН 
причемъ будемъ имЪть: 
Сны = $ (С) = 9+ (C). 
Если заставимь перемфнное 2 обойти точку 2: = 0 въ отрица- 


тельномъ направленш, то получимъ значеніе у_,, удовлетворяющее 
условию: 


0—1 == Yo: 
Соотвътетвующее значеніе Ci опредћлится изъ формулы: 


С,-- tit C 255 


Kätt FE, Hat: 
такъ что: 
Co = Ф (С) 
или условно: 
С =" (C). 


Когда 2 совершитт, неопредфленное число обходовт, около точки 2—0 
въ отрицательномъ направленіи, то получимъ рядъ Мэнд различ- 
ныхъ значеній функци Риккати. 
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ZE ech 


А23, 


SÉ ET ий 


19 EAU т.207 
уудемь им%ть: Ч 


У: 


СО в, БАРИН 32971. Е сИ 
мъ C, опредъляетея формулою: 

ЯЛ) E EE (C). я 
Будемь такимъ образомъ имфть неопредїлонно простираюшїйея ` | 
b стороны рядь значеній функши Риккати: № 1 


| нэ ne Yis e Уан Yos Yis e Уг Matt = (00) 24 
b соотвътетвүющимъ рядомъ зпаченій С: £ 
.... С, Є 2; ..... Ze Co» Ci ..... Ci, Сны, ..... (11) d 


$ Р 4 
_ Ангармоничеекое отношеніе каждыхъ четырехъ значений: у, Yı, 
уш, у Ss ряда (10) равняется постоянному; легко показать, что это 


Sec 
ч Sé 1 а’ О, ..1 Wer 
X TE P орев, › wé ET: 
d Е? 21 (С OGN 2, а) 
eh i ГАЛЧ IS (21 + Съ2,) (и + Сь2,) ° 
4-4 \налогично найдемъ: 


4. 1 (Cn — Ci) (аа 2) 
` N= P (ЖС) 6. Cz) 
вательно будемъ имЪть: 

Ym— Yr Съ — Cr 2-12, 
Ym >Y Са– С ZF Cr Zg 


Yn Sec) ss? E С, : 2+ 2+ С 

WS | n-m 0-0) 2,4-0,” 
что найдем^ъ: ? 

3 Уһ У Yayi Da = -C 

Ma — Ya > yi С С О С 


р їгсїт.ога.р! 


аны м .-.... ЗАВ 


"ST РЕ НЕА БАМ. Ро SEENEN TE ger: 


— 104 — 


Bet постоянныя С выражаются извЪетнымъ образомъ черезъ 
Co, послфднее же вполне произвольно. Давая Co различныя значе- 
нія, будемъ получать различныя опредфленя функши Риккати. Изъ 
этихъ опредъленій однЪ могутъ быть однозначны, другія — многознач- 
ны; однозначны будутъ TĚ опредъленія, для которыхь већ члены 
ряда (10) равны между собою; тогда, очевидно, равны между собою 
также воб члены ряда (11); обратно, при равенотвЬ вефхъ членовъ 
ряда (11) равны между собою већ члены ряда (10). Чтобы опред%- 
лить значенія Co, соотв тетвующя однозначнымъ опредфленямъ 
функши Риккати, замфтимъ, что већ члены ряда (11) будутъ равны 
между собою, если равны будуть каке-нибудь 2 смежныхъ члена 
этого ряда, потому что каждый членъ ряда (11) образуется изъ пре- 
дыдущаго по одному и тому же закону, выражающемуся функціо- 
нальною зависимостью $. Выражая условіе С, = (,, получимь для 
вычисленя С, уравненіе: 

с, — "+09 
A1 H Соб 

HAM: 
(15) Gan Co? (ënn — a22) Со 2 =0. 
ПослЪднее уравнеше даёть дал С, вообще два различныхъ значеши, 
такъ что вообще 62 области каждой неподвижной особенной точки 
существуютс два одпозначныхо опредљленія функцій Риккати. Для 
этихъ опредћленій точка 2 () есть обыкновенная точка или полюсъ. 

Въ частномъ случа, когда коэффиціенты обхода около точки 
а= () удовлетворяютъ условію: 


(011—9) +409, = 0, 


корни уравненія (13) совпадаютъ, тогда въ области точки 2 = 0 
функція Риккати иметь только одно однозначное опредфлеше. 

Займемел теперь многозначными опредфлешями функціи Рикка- 
ти, такъ что будемь предполагать, что С, отлично отъ корней урав- 
ненія (13). 

Принявъ для у какое-нибудь опредъленіе Yo, соотвЪтетвующее 
значению Co, заставимъ æ обойти İ разъ въ положительномь HAUPA- 
вленш около точки 22 = (); получимъ тогда значеніе Yi, соотв тетвую- 
Wee значению С;, которое опредъллетел, какъ извЪетно, по формулЪ: 


http://rcin.org.pl 


A 


G= g (277 

На оонованш формулы (9) можемъ послфдовательно вычислить: Cu 
С,, Ca,- Вычисливь 2—3 изъ этихъ чисель, усматриваемъ 045- 
дующую ихъ форму: 


ел баа МО № 
$' (С) = ERETT A 
rab Mi, №, Ki, І, –цЪлыя функци ors коэффищентовъ обхода. До- 
кажемъ справедливость этой формулы методомъ полной индукціи. 
Пусть формула (14) справедлива для 9” (Co), такъ что имфемъ: 
дэ М,1--С, М,- 1 
К. 14 Со 94 [4— 


(14) 


p= (С) = 


отеюда и на основаши формулы (9), найдемъ елЪдующее выраженіе 
для IG j 
Ёл 9..4! (Co) а 
i E — 12 2 22 — 
$ (Co) dra HP (Со) 9, 
== 12 (К. Hts М1) +6, (бү а, Ги Баз М1) 
бүү Ка оо ба, М --Со дад (0, Limi +М№) 7 


(15) 


что подтверждаетъ формулу (14); такъ какъ эта формула справедли- 
ва для i= Q, 1, 2, то заключаемъ, что она справедлива для везхъ 
значеній г. Черезъ еравненіе формулъ (14) и (15) находимь слЪду- 
ющіл реккуррентныя формулы для вычисленія коэффиціентовъ Mi, 
№, Ro Li: 

М; = К, + ëss М. 

К; = aji Кр Faig Agi М 

Ni = tgz ба, Limi Һа №. 

Li = aj Lim + М 


(16) 


Вомбинируя первыя два изъ этихъ уравненій, получимь слБдующя 
тождеетвенныя разностныя уравнения, которымъ удовлетворяютъ 
“коэффишенты Au K: 

М; = (ta а.) М, РМ, 

Ка = (tir tti) KDE e 
rab D есть onpegbanreab коэффиціентовъ обхода. Сопоставаяя два 
послБднихь уравнения (16), найдемъ, что коэффиціенты № и L удо- 


влетворлютъ тъмъ же разноотнынь уравненіямъ: 
14 
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М = (0,,+а,) Ni— DN: 

Lipi = (aii Fao) LD . 
Полагая 

zu 05 =A, 
заключимъ, что већ 4 коэффищента: M, М, К, L формулы (14) удо- 
влетворлютъ одному и тому же разностному уравнению: 
(17) Ve = 4V DVi. 
ИмЂемъ, очевидно: 
20 ЕЕ СН 


(18) 
М, =1, М = 9, К, = а, 1,1. 


Такъ какь: 

МЕ: АСАХ, 
то на основаши уравненія (17) заключаемъ, что для воякаго i 
имђемъ равенство: 

Ke, re 
D 

Пользуясь этимъ результатомь, мы можемъ выразить коэффиціен- 
ты К и N черезъ М; а именно: изъ послфдняго изъ уравнений (16) 
находимъ: 

М, = Ма --О4ү) М,, 
а изъ перваго изъ үравленій (16): 

К; === М. — Daa М, 


такъ что формулу (14) можемъ переписать въ вид5: 


(19) $‘ (С,) = ae СМ, о) 

н aset Соо, М, 
Остаетея вычислить коэффищенты M. Составивъ по уравненію (17) 
на основаши формулы (18) нЪеколько послЪдовательныхъ коэффи- 
щентовъ М,, М,, М, ...., мы можемъ усмотрфть законь образованія 
этихъ коэффищентовъ. Окажетол, что коэффищентами при различ- 
ныхъ степеняхъ 4 и D будутъ служить опредъленныя числа Паска- 
лева треугольника. 0бозначимь номерами вертикальные столбцы и 
горизонтальныя строки Паскалева треугольника садуюшимь обра- 
зомъ 11 


1) Мы пропустили ненужный намь первый вертикальный стол- 
бець, состоящ изъ единицъ. 
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_ Число, принадлежащее т-ому столбцу и л-ой строкћ будемъ обозна- 
чать символомъ (m, n). По самому закону образованя чиселъ Macra- 
лева треугольника имбемь слфдующее соотношенїе: 


(m, т) + (т-Е1, т) = (т-Е1, n41). (20) 
_ Шри такихъ обозначеняхь можемь коэффищенть Mipı написать въ 
= форм%: 

Ма = А—(1,4—1) ПА- (9,1—9) DAA et 
a z i— 5 LS 

8-2 +D (FE) An e 
de 
_ TEB черезъ = обозначено число: 
С 3 "те 1—(— 1); 


_ met что при 0 четномъ г==0, а при i нечетпомъ е = 1. ). Форму- 
ыг лу (21) можно провћрить методомъ полной индукціп на 0снованїш 
8, _ уравнены (17) при помощи соотношенія (20). 


1 1) Другую Форму выражепія того же коэффищента можно най- 
_ ти въ цитированномь сочиненїи пр. Анисимова (стр. 25, Формула 64). 


ий РЭР”- E еа Te CH 


Za wb, vw EE," Gë ҮРЧЛЭЭ ДЭЭ”? 48: ААА эг ЗОЛ. 7 У ЧН "у ~ 


5 Т = 


Пользуясь формулою (19), можемъ показать, что постоянное 
ангармоническое отношеніе четырехь значеній функц Риккати не 
зависить отъ Co, т. е. что это отношене одинаково для веЪфхъЪ 
опредъленій функцій Риккати; въ самомъ Eat, вычисляя по форму- 
At (19) правую часть уравненія (12), найдемъ, что сказанное an- 
гармоническое отношене равно: 

Ут — У „Уһ уь 01 M m М = М, Ми. М, Мы, — My М 

Me —ф ‘фи ` Ma Ма. - М Mat: ` Ma М, — М, Мы, ` 


Теперь приетупимъ къ раземотрЪнію многозначныхъ опредђле- 
ній функцій Риккати. Очитаемъ, какъ было сказано, Co отличнымъ 
отъ корней уравненія (13); тогда не веб члены рада (10) равны меж- 
ду собою, также и члены ряда (11) не већ равны между собою. 
Если потребуемъ, чтобы было тождественно : 

(22) (556 
съ уеловіемъ: 
С Со при 051, 

то будетъ также: 

Cie C = E deg 
ryb А их какія-нибудь цфлыя числа; въ этомъ елучаћ въ ряду (11) 
будеть періодически повторяться группа различныхъ между собою 
членовъ: 

ОСЬ 
и сообразно съ этимъ въ ряду (10) періодичееки будетъ повторятьея 
группа различныхъ между собою членовъ: 


Yos Ул» Yos "e У. 

При поелфдовательныхъ обходахъ около точки а: —() въ положитель- 
HOMS направленш значенія Yo, 2, ч. 0:1 будутъ повторяться въ кру- 
говомъ порядкъ. Значене у; послћ обхода въ положительномъ Hä- 
правленїй около точки 2 = () перейдетъ въ yo Такимъ образомъ тъ 
опредъленія функцій Риккати, которыя соотвътетвуютъ значенямъ 
Co, удовлетворяющимь уравненію (22), будутъ имфть i вЪтвей, т. е. 
будутъ #—значны. Условіе (22) на основани уравненія (19) nanu- 
шется въ вид: 

а Mi + Co (Ма —а,, М) __ 7 

Ма а ect. ом 9 
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или, по упрощен: 
ER Co? + (a; d бээ) CG =. CAN) M; гэ 0. 


Но такъ какъ Co не удовлетворяетъ уравнению (13), то получаемъ 
слЪдующее уравнеше: 

М,--0. (23) 
Въ послъднемъ уравненіи М; опредфляется изъ уравненя (21), такъ 
что уравненіе (23) устанавливаетъ между коэффищентами обхода 
нЪкоторое опредвленное соотпошеніе, не зависящее отъ Co Итакъ, 
вели коэффищенты обхода около точки 2 = () удовяетворяютъ урав- 
ненію (23), то въ области этой точки ecw опредьлешя функцийн Pur- 
кати 1 - значны, за иекдюченіемъ двухъ однозначныхъ опредфлен!й, 
отмъченныхъ раньше. Для вефхъ ї—значныхъ опредћъленій функ- 
цій Риккати точка 2 = () служитъ точкою развътвленія. 


Понятно, что изъ вефхъ положительныхъ значеній i, при ROTO- 
рыхъ выполняется уравненіе (23), слъдуетъ въ послфднемъ разсуж- 
денін подразумфвать наименьшее. При условш (23) будетъ также 
тождественно: 

Ша — ©: 
D ^— какое угодно käng число, потому что уеловіе (22) влечетъ 
за собою уелове: 
Cri = С, 7 
далће при условш: 0-27-217 не можетъ существовать равенство: 
Мы; = 0, 
потому что отеюда мы получили бы: 


Сыр = С, 


М, = 0, при 0 < <, 
что противорћчило бы нашему предположенію. 

Бели С, отлично отъ корней уравненія (13), и притомъ HÈTS 
такого значеня 7, при которомь удовлетворялось бы уравненіе вида 
(23), то ecm опредтленія функцій Риккати (опять за исключеніемъ 
двухъ однозначныхъ) миогозначны и имњюта безконечно большое 
число вттвей. Для этихъ опредъленій точка 2 = () есть существен- 
но особенная точка. 
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Ёс 


$ 3. Связь между однозначными и многозначными опре- 
дБленіями Функцін Риккати. 


До сихъ поръ мы не ограничивали никакимъ условіемъ пары 
различныхъ интеграловъ 2, и 2, уравнения (2). Выберемъ теперь 
эти интегралы такъ, чтобы было gu = (), такъ что посяЪ обхода 
около особенной точки 2: () будемъ им%ть: 


e 


м 


Di 


= ү2,. ё 
Такой выборь интеграловъ 2, и 2, веегда возможенъ '). Воэффи- 
шенты В п у обязательно отличны отъ нуля, потому что имЪемъ. 


0—0. 

Полагая въ формулћ (9): 

а =P, 45 9, 9,0, а = 7, 
получимъ: 
(24) С =t, 
отсюда найдемь: 

ot 
Ge SE 


и слБдовательно будемь имЪть: 


Ze 


er (вт сн) = (усы SS 


©) 


С, == z БЕ т С, — 


в в 


или окончательно: 


(25) с, = Go мо 
Имћемъ, кромЪ того: 
ch SC 
откуда найдемъ: 
(96) а 


1) См. В. Анисимов — Основанія теоріи лин. дих. уравненій, 
стр. 34—36. Königsberger—Lehrbuch ete. стр. 428—441. 
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Замфтивъ, что формула (26) получается изъ формулы (24) замБною ` 


а, В, 1 соотв тетвенно на — о, Y, В, находимъ изъ уравнения (25): 


ү 
а.  m 
т 


Основное Фуксово уравнеше для точки 2 == () имћетъ видъ: 


| Во o | 
1225 0 
| 9 eng 
ИЛИ: 
о2-418--1) ®- Ву = 0, 
откуда: 


Е, (04-51 
Если 6 52 т, то корни о, и о, не равны между собою, интегралы 
2, и 2, принадлежатъ различнымъ группамъ, и 4 = (), такъ что п0- 
cab обхода около точки o = () будемь имЪть: 
2, = CH 
2, == Yz. 


Формулы (25) и (27) въ этомъ случаЪ примутъ видъ: 
eg d ` 7 
G= С ) < 
C= DI с, 


Если |8|5511|, то будемъ им5ть: 
| 1 Kach 
} 13 ааг 


и тогда Last: воб опредъленія функціи Риккати въ этомъ CAY- 
qab безконечно многозначны (за исключеніемъ двухъ однозначных"); 
при неограниченномъ возрастанін i одно изъ чиселъ: Ci, С; етре- 
мится къ нулю, а другое къ безконечности, независимо отъ значе- 
нія С. Итакъ въ разематриваемомъ елучаъ при неограниченномъ 
возрастаніи числа обходовъ перемъннаго 2 около точки 2 = () функ: 
ція Риккати ассимптотически стремится къ одному изъ двухъ пре- 
дъльныхъ значений: 
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11757 
Е 

Ее 
TERE 


смотря по тому, совершаются ли обходы въ томъ или другомъ Ha- 
правленш. ЗамЪтимъ, что эти предфльныя значешя У, и У, суть 
не что иное, какъ два однозначныхъ опредъленія функцій Риккати 
въ области точки 2 = 0. 

Если при условш 6 == ү будетъ |В|=|1| и слъдовательно: 


то никакихъ 060быхъ заключеній объ интегралахъ 2, и 2, бДБлать 
не можемъ. 

Пусть теперь будеть В =, такъ что оеновное Фуксово урав- 
Henie для особенной точки 2 = () имћетъ одинъ двукратный корень: 
w, = 0, = P, и интегралы 2, и 2, принадлежать одной групи; при 
этомъ можетъ быть а == () или 2 5 (). Будемъ тогда имЪть: 


2, = 42+ Ва, 
24 = », 
формулы (25) и (27) дадуть: 


4422 E 1 
Lire "e Hei 


С.ү----4 


ki 
Если случится, что a= (), такъ что 2, не содержитъ въ своемъ раз- 
ложенш lgæ t), то будемъ имЪть: 

ЕО, 


+ 


такъ что въ этомь случаЪ Beh опредфлешя функцш Риккати въ 
области точки 2 = (0) однозначны; уравненіе (13) въ этомъ случаЪ 
удовлетворяется тождественно при воёхь значеніяхъ Co. Если же 
az), такъ что разложеніе 2, содержитъ логариомъ, то закаючаемъ, 
что при неограниченномъ возрастанш i численная величина C; или 


1) См. В. Анисимово. —Основашя теории и т. д. стр. 45, 46 и елЪд. 
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C_i также безпредфльно возраетаетъ; въ этомъ елучаћ функція Pur- 
кати при неограниченномъ числ обходовъ около точки 2=0 въ 
томь или другомъ направлеши ассимптотически стремится къ OJ- 
ному и тому же значению, доставаяемому формулою (6) при Со = + оо, 
а именно: 
Ч. 
В в 

Значеніе это совпадаетъ еъ единственнымь въ этомъ случаЪ одно- 
значнымъ опредБленїемь функщи Риккати; въ самомъ д5л5, въ pas- 
сматриваемомъ случа корни С, уравненія (13) совпадаютъ и ета- 


новятся безконечно большими. 


_ § 4. Условія однозначности Функц Риккати на веей nio- 
скости перемфннаго г. 


Въ области точки = (), какъ мы видъли въ предыдущемъ па- 
раграфв, веб опредъленія функцій Риккати однозначны, ecan оба 
интеграла 2, и 2, принадлежать къ одной группЬ и ни одинь изъ 
нихъ не содержитъ (92. Если это услове выполняется въ области 
prett, особенныхъ точекъ, то већ опредъленія функціи Риккати од- 
нозначны на всей плоскости независимаго перем%ннаго. 

Можетъ однако случиться, что не већ, а нфкоторыя опред5ле- 
нія функцій Риккати однозначны на веей плоскости X, остальныя 
же — многозначны. 

Продолжая аналитически интегралы 2, и 2, въ область какой- 
нибудь другой особенной точки 2 = &, получимь соотв тетвенныя 
ИХЪ значенія: Çi и $ еъ коэффиціентами обхода около точки 2 = $: 
Виа, Biz Bau: Въ, такъ что будемъ имфть: 


9 = Ви: + Ви» 6 
6 = Вы ba + Poo bo. 
Если уравненіе (13) иметъ корень общий съ уравнешемъ: 
Por Co + (Bia — 6) Co — Ви. = 0, (28) 


то, полагая въ формул (6) С, равнымъ этому общему корню, полу- 


чинь опредЪлеше функцш Риккати, однозначное въ области точки 
а= (0) и точки 2 = &. Выражая условіе, что уравненія (13) и (28) 
HMOTE общий корень, будемъ им%ть: 


15 
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Lë Вол — Bu о)? = (©, — 041)” Ви (В. — B11)? Gun Gau — 
— (too — A11) (8 — Ви) (tia Ba aor Вуз) 


ИЛИ: 


14, 4, 
(29) | zb 
|4 А, | 
если положить: 
4, = (а. — Gul Ba — (Boo — В, 1) 954 
А, gun В, Bio а 
А, = (а,, — 211) Bun — (Bao — Вл!) аз. 
Если услов!е (29) выполняется для БОХЬ особенныхъ точекъ, то 
функція Риккати имфетъ одно опредЪлене однозначное на всей пло- 
скости перемфннаго w. При условии: 


в ВВ: Be 
уравненія (28) и (13) имбють оба корня обще, и тогда оба опред5- 
ленія функціи Риккати, однозначныя въ области точки 2 = 0, одно- 
значны въ области точки 2: = &. Если условія (30) выполняютея въ 
области веъхъ особенныхъ точекъ, то функція Риккати tert, два 
опредъленія, однозначныя на всей плоскости. Эти два опредфлешя 
совпадаютъ при убловш: 


а, а, — 9, E 
(30) ела D Eeer — ““НЭ 


(211 — a2)? + 4 а. Aa = 0. 


Понятно, что, если не веб onpegbaenia функци Риккати однозначны 
на всей плоскости 2, то число такихъ однозначныхъ опредЪленй не 
можеть быть больше двухь, ибо это обстоятельство имћетъ м%ето 
въ области каждой особенной точки въ отдфльности. 
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ЧАСТЬ Ш. 
Приложенія. 


E 


ГЛАВА 1. 


Приложения mt уравненій Риккати частнаго и общаге вида 
| D 1892897. 


-><> 


$ 1. Усломя интегрируемости въ конечномъ BHEE или 
въ квадратурахъ нфкоторыхъ дифференщальныхъ уравненїй, 


Изъ извЪетныхъ условій интегрируемости частнаго уравненія 
Риккати непосредственно выводятея условія интегрируемости всякаго 
үравненія, которое приводится къ Риккатіеву какими бы то ни было 
конечными подетановками. Такъ нир. если бы намь удалось какъ- 
нибудь получить необходимыя и достаточныя условія интегрируе- 
мости въ конечномъ видЪ уравненія: 


ау KE 
1579) — бат. (1) 
предетавляющіяея въ видћ: 
044 
We 0) 


не пользуясь свойствами уравнения: 
ау _ В 


разсмотрннаго „Жусилеме, то мы заключили бы, что послЪднее урав- 
неніе интегрируется въ конечномь видћ при условіи; 
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Жж Er e ЗАБ 2 18-25 4”, -=. 4- déi Лаа... 
ЗЭЭР УУ” ч м 
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(4) В={ (1+1), 
ГДЬ &—ЦЪлое положительное число, или нуль, 


Линейное же уравненіе: 


Фу 


A — m 
(5) Ау РИ 


получающееся изъ уравненія (1) подотановкою: 


_ 1 das 
Ув’ de 

и замфною 2 Ha уи ab на о, интегрируется въ конечномъ видЬ 
при выполненш условия (2). 


Принимая: 
JL att 1 
в = (5=+1),, 


приведемъ уравненіе (5) къ виду: 
„Фу ут do E 
(6) аа рс 


rk ё замЪнено черезъ 2, и обозначено: 
m 

r = seg 
(7) ть--27 
на основан формулы (7) заключаемъ, что для интегрируемости урав- 
ненія (б) въ конечномъ видъ необходимо и достаточно условие: 
(8) der 
Мальмстено 1) обобщаетъ уравненія (5) и (6), сводя ихъ къ общему 
типу: 


ау т а 
(9) 15352013 сау = 0078 


который, въ свою очередь, легко приводится къ уравненію Риккати 
частнаго вида. Для этого примъняемъ преобразованіе: 


а?у , т Яу 


1) Malmstèn.—De l'équation differentielle: eck Аету—0. 


Сге]. J. XXXIX 1850 р. 108—115 (въ подлинникЪ въ заглавіи вмБсто 


н 1 
> по ошибкъ напечатано 2). 
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(TE fend. ий. паре "TEST ТЭРЭГ” dee ЭЭ RE SE Ae ПИ Ko 0. 


ст. 26 
Уча 


56 , 
noca% чего уравненіе (9) 9? ВИДЪ: 
4и 
ЗЕ u? E — e EISE 
полагая затЪмъ: 
НД. ЛА и — Tat? 


и выбирая: 

k= Р МЕСИ. 
получим: 3 

ES + 224-(1 —В-+ ви) + apet- — 0 
1 
или, принимая: B= г: 
т-ү2г 
Vito Li As —0, 


(1 Тун 
что и предетавляетъ уравненіе вида (1); отсюда заключаемь, что для 


интегрируемости уравненія (9) въ конечномъ видф необходимо и 
достаточно условие: 


т-Е 227 ‚300. 
—® ТЗ 
ИЛИ: 
Мн 5) 
2 
Kan € Л) (10) 


— 41 
Въ частномъ случа при e = 0, имђемъ: HERI. что предета- 


вляетъ условіе (2) интегрируемости уравнения (5); при om — 0, нахо- 
димъ: 74-24, что предотавляеть условіе (8) интегрируемоети урав- 
nenia (6). 

Подобнымъ же образомъ Мальметенъ получаеть условія интегри- 
руемости еще болће omaro уравненія, нежели (9), а именно урав- 


Y 5 Yy — Ca 5 y (1 1) 
dæ 2 : dæ Si р 


ша 9% 
x= 21, у==2 74, 


Полагая: 
приведемъ это уравненіе къ виду: 


du  2р кя аа Бе. du 574 (р--т-1)-8 
SCH a =. рд 2 — 971 2-5 = [=" La TT SI 
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ZC SA PLA . Р 7 Е Е 


выберемъ затмъ 9 равнымъ: 
E 
9 Сенте 27 

а р опредфлимъ изъ условія: 


229 + 9" — 9+1=0, 
откуда найдемъ: 
т-- 2 
РУ 
тогда получим: 


Фи 4 22 шалиг санан 
| 165 "In 


Сравнивая это уравнеше съ уравненіемъ (3), заключаемъ на основа- 
nin уравненія (4), что для интегрируемости уравненйя (11) въ kO- 
нечномъ видЪ достаточно и необходимо, чтобы числа M, т, з были 
связаны условтемъ: . 


(т--4—2т) (m+2r)—16s = — 4i (i+1)(m-+4-2)?, 


ГДЬ i— произвольное цфлое положительное число или нуль; отеюда 
простымъ вычислешемь найдемъ: 


в 9 4и 
лы 214-1 


Что касается уравненія Риккати общаго вида, то оно стоитъ 
въ связи еъ линейными уравненями второго порядка, какъ было 
показано въ главъ Ш ч. I 


Къ уравненію Риккати общаго вида сводится, какъ показаяъ 
Вездие 1), уравнене вида: 


(12) Ben dée ee 


do 


Дъйствительно, достаточно положить: 


93-58, 


тогда будемъ им%ть: 


1) Besgue loc. cit. 
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as 


AE 3 


са 
~ 
46 


у == 2 атсідг, 
242 
трд 
РИ 22 
81111, ний ро” 
A 1—2? 
маи = 


и слБдовательно уравненіе (12) представител въ вид5: 


2 Е ER 22% (а) + (1—22) ф (#)+а-2)х (0) = 0 
ИЛИ: М 
15 Е, (0) 22-Р, (а) 24-8, (2)=0, | 
Tab обозначено: 
WE Е 


F, (x)= $ (x) 
F, (x)= GEERT А 


$ 2. Интегрированіе сиетемы двухъ уравненій съ частны- 
ми производными типа Риккати. 


Совыфетное интегрированіе системы уравнений: 


дю 
3: р + ю- т, =0 48 
2 +р,и4 9 0+" =0 


TAB Pi Ро, 41, Ф, Tiy " данныя функці двухъ перемфнныхъ “и V, 
а ш— искомая функція тахь же перемфиныхъ, приводится, какъ по- 
казалъ Darboux 1), къ интегрированію одного обыкновеннаго Рикка- 
тіева уравнешїл общаго вида, если только уравнения (13) имЪютъ 
общее рЪшеніе. 


б < _ *) Darbouæ, — Leçons sur la théorie genérale des surfaces et les :4 
applications géométriques du calcul infinitésimal. Paris. T. 1 1887 стр. x 
56 и ел%д. х 
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Продифференцируемъ первое изъ уравненій (13) по v, а BTO- 
w dän 


06-10 т и еравнимъ полученныя выраженія для 
р р H р Д дидо! оди 


; зам%- 


ðw ðw Е 
HAA потомъ частныя производныя -— и <= ИХЬ выраженіями изъ ТБХЪ 


ðu до 
же уравненій (13), получимъ: 
d др. d 
E 45) ta — (2149 SEN w+ E KE Eé —2 (pr De =) | w + 


dr дт. 
ЯГ Е ын ECG (4: 72 — Ф „| --17 


Если это уравненіе не удовлетворяется тождественно, то изъ него 
получимъ два частныхь рьшенїя уравненій (13): w, и w, (которыя 
при условш: 


d d З 
E = h — Binet 21 == 


др, др. д", òr, 
SC? E ыг Gg — (р, Ф — De Л] [5 - зра (917. — Ф 21 


оказываются равными), общихъ же ръшеній мы въ этомъ случаЪ не 
получим; для существованія общихъ рЪшеній уравненій (13) необ- 
ходимо, чтобы предыдущая зависимость удовлетворялась тождествен- 
но, т. е. чтобы имфли MÉCTO ба дуюшїл зависимости между функція- 
МИ: Pi; Чи Tis Pos Qoy To: 


d 7 
Ee Fi 22289 02 — Р Ф 
d d 2 

(14) Bei => брат, — 2р 
ду, 9", 


№ Е ба Ti 


Докажемъ, что эти необходимыя условя вмЪетф съ тъмъ и доета- 
точны для существованя общихъ рЬшенїй уравненій (13), и одно- 
временно покажемъ, какъ при выполнени условій (14) найти общее 
ръшеніе системы (13). Для этого обозначимъ черезъ W какое-ни- 
будь přmenie 1-го уравненія (13), такъ что W есть функція отъ 
и и v, удовлетворяющая уравнен!ю: 
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0112 
SC +P И 2-9, Wtr = 0, 


но вообще не удовлетворяющая второму изъ уравнен (13). Обозна- 
чимъ результать подстановки функцш W въ аЪвую часть второго 
уравненїя (13) черезъ J, такъ что будемъ имЪть: 


oW 
А “ду + + И т . 
Продифференцируемъ послЪднее уравненіе по м, предпослЪднее — по 
о и вычтемъ почленно одно изъ другого. Еели въ результат samb- 


21128112 : 
нимъ частныя производныя Зи? "ч ихь выраженіями изъ MOCAN- 


нихъ двухъ уравненій и примемъ во вниманіе зависимости (14), то 
получимь: 


дЈ 
m = Cr 7+9) Ј, 
откуда: 
Sen 14-41) du 
Е 0. № : 


FAE Wo есть нЪкоторое произвольное постоянное значене перем5и- 
наго a, а Jo ееть значеніе J при и = Me, такъ что „Л, есть функція 
одного перем ннаго v. Mas посл дняго уравненія видимъ между про- 
чимъ, что если J при одномъ значени и= м, есть нуль, ‘то оно 
равно нулю при веякомъ значеніи м, т. е. если интеграль W nep- 
ваго уравненія (13) удовлетворяеть второму уравнению (13) при од- 
НОМЬ частномъ значени U= м, то и общее выражен!е W будеть 
интеграломь этого уравненїя. Положимъ теперь во второмъ уравне- 
нм (13) и = pa, такъ что оно сдфлается обыкновеннымъ уравненіемъ 
Риккати (съ независимымъ перемфннымъ v); его общ интегралъ 
w, (функція одного v) при нъкоторомъ значени rte получаетъ 
произвольное напередъ заданное значене Wwa Затфмъ будемъ вре- 
менно считать въ первомь уравнени (13) v простымъ параметромъ 
и разематривать это уравнене, какъ обыкновенное Риккат!ево урав- 
Henie съ независимымъ перемфннымь и; его общ интегралъ w 
(функцію м и v) выберемъ такъ, чтобы при и = и,” было w= w; 


если интегралъ W будеть такимъ образомъ опредъленъ, то на оено- 
16 
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ванш сдЪланнаго раньше замфчаня закаючимъ, что онь будетъ YAO- 
влетворять второму уравненію (13) при велкомъ м, т. е. W будеть 
общимъ рёшешемъ уравнений (13); если въ интеграл w положимъ 
и— и 0-4), TO W получить произвольное напередъ заданное 
значеніе Wg, такъ что W непремънно содержить одно произвольное 
постоянное. Такимь образомъ мы сумфемъ по указанному методу 
обынтегрировать совмфетно систему уравнений (13), если намь удаст- 
ея обынтегрировать каждое изъ нихъ отдфльно, какъ обыкновенное 
Риккатіево уравненїе общаго вида. 

Зная одно частное ръшеніе совмБотныхь уравненій (13), мы 
тотчасъ же найдемь ихъ общее рїшенїе безъ квадратуръ. ДЪйстви- 
тельно, пусть ф будетъ какое-нибудь рЪшеніе уравпеній (13); пола- 
гаемъ тогда: | 
(15) w= + : 


и дифференцируемъ w по м и по о. Замътивъ, что имфемъ: 


РУУ” 
EE 


ӨВС, Хо 
Se + РаФ +9917 = 0, 


получимъ: 
- д 
нь > == 8,ф+р; 
д 
А. = 8,ф+-р, 


rab обозначено: 

81 — 2р:$-Н9:, 8 2рФ-- 0. 
Интегрируя систему линейныхъ уравненій съ частными производны- 
ми (16), найдемь: 


Де, Sept — J (Sı Чи-з, dv) 


2-2 e (р, du-+p,dv), 
Легко убфдиться, что подъ знаками неопредъленныхъ интеграловь 
находятся полные дифференшалы, такъ что при вычисленш функція 
d получается безъ квадратурь, и, слфдовательно, esb квадратуръ 
найдемь по формулЪ (15) общее рЪшеніе системы (13). 

Если будемъ знать частное рЪшеніе одного только изъ урав- 
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Sé S SÉ Ae + - 2 b 
S 4 Эг 4 È ef > Ё: ээ 


5 3 2 аз) (не удовлетворяющее abtan, 1 то безъ квадратуръ най- 2 
= Демъ общее ръшеніе этого уравненїя. Въ самомъ д®лъ пусть Ф бу- Wi 
детъ частное рьшенїе перваго уравненія (13), такъ что имћем^ъ: 
2 к + Pi tupt =0; i 
полагаемъ тогда опять: 
DEER e Ve (15) 
обозначая: 
9 
Je tatap, 
получимъ, какъ раньше: 
д.7 
эн = = (РФ) 7, 
откуда: 
1 27 
22:94: = — Ты. (11) 
Ветавляя же выраженіе w по формул% (15) въ первое уравненіе (15), 
с получим^ъ: 
ЦЭ” 
. ди = РФ) Фр, 
или на основанш уравнения (17): 
д д.7 
a 4 98 2. 
Ee 
d 
22 202 гр, 08) 


_— Преобразуемъ выраженіе p, J блїдуюшинь образомъ; имбемь: 


д 
РУ =p Ge SL + 2145$ 1 Рат, 


ЁС. 
но: 
Le дф . 
e] Ze І а е (++), 
= елдовательно имемъ: Ч 
É ER. i 
> KE: Ра] = р РЕ 9:— Pau) Фра "ә рь" › 


се 


или на оенованш формулъ (14): 
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E DEE "SCH "ef ЗАВ SEENEN Н ТИТ 33 


24 


e de dp, 8 ef t t) 
Р-Р, dr 2-1 dr +4 dp duJ 


РТР... 5 94») _ 
“Эм гэн ҮЗЭН IS Cer TEE? 


Ze 
528 (Р:9--3 91) — 5 (P-P +492); 


изъ формулы же (17) находимъ: 


| E i 0107 
Ptit = TaT ди. -ш--43 E , 


и слЪдовательно: 
д 019.7 
п =— 5 |$ DK К: 2. +P +t |. 


Ветавляя это выраженіе pð въ уравнене (18), найдемъ: 


д J 
5|9744-52 297 км 116: J=, 
откуда будемъ имЪть: 
olg J 
pJ: 25 рые =, 
ГДЪ œ — произвольная функція v, не зависящая отъ є. (Отсюда на 


основаши формулы (15) получимъ: 
d 


ый 3 
D “ду "РФ 4Ч:-09 


ш== ф— 


что и предотавляеть искомый общій интегралъ перваго уравненія 
(13), не содержащій квадратуры. 

Если для каждаго изъ уравненій (13) будемъ знать по одному 
частному рЂшенію, то по изложенному методу найдемъ общее ръше- 
Hie каждаго уравненія отдЪльно, а затЪмъ, по указанному въ нача- 
xb этого параграфа методу, легко получимъ общее рЪшеніе совм5- 
стныхъ уравненій (13). 

Итакъ для полнаго обынтегрированія системы уравненїй (13) 
достаточно знать либо одно частное ръшеніе совмћетныхъ уравне- 
ній (13), либо по одному частному рЪшенію каждаго изъ нихъ OT- 
дЪльно (разсматриваемаго, какъ обыкновенное уравненіе, содержащее 
перемћнный параметръ). 
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Покажемь теперь, что интегрироване системы (13) можеть 
быть приведено формально къ интегрировано одного обыкновеннаго 
уравнен!я Риккати omaro вида. 

Потребуемъ, чтобы при 1-1, и 0-0, искомый общ инте- 
гралъ w обращалея въ W; положимъ затЪмъ: 


u= ты $, 0 = т Ё, 
ГДЬ т, и т, нїкоторын постоянныя; W, какъ функція м и V, будеть 
сложною функціею одного перем ннаго $, и будемь имЪть: 


dw до du ðw dr ` дю до , 
dt ди dt 2 дуо? 


w "ЧЭ, 


ди ) ол 
204 = изъ уравнешй (13), получимъ: 


вставляя сюда выраженія б ) 


dig 
Л + (M, pi 1% pa) + (т 9, 1-0) wm, r, ть,  0; 


это M есть обыкновенное общее уравненіе Риккати; коэффиціенты 
его суть функши перемфннаго t. Если удастся найти его общий ин- 
теграль въ PHI: 

w = (t, Uo, vo, ты, ть, Wo), 
то, полагая въ немъ t= 1 и замћняя 7, и M, COOTBÉTCTBREHHO че- 
резь и—щ и V—vo получимъ общее ръшеніе совмЪетной системы 
уравнений (13). 


$ 3. Интегрироване системы двухъ совмфетныхъ обы- 
кновенныхъ линейных дифференщальныхъ уравненй 1-го по- 
рядка по методу Даламбера. 

Пусть даны уравненія: 


4 Е 
4+ №2+Х,у=Х 
dy 5 
раа У, 


въ которыхъ Х,, Х,, X, У,, У,, У— функщи перемъннаго t, или нъко- 
торыя постоянныя. Умножимъ веб члены второго изъ нихъ на нео- 
предћленную функцію t: 

2=%(0 
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тээг 


и саожимъ почленно съ первымъ; получимъ: 


= Ee vi (Х,У) (Х,У) у= ХҮ. 


5 Положимъ затъмъ: 

d 2+2=6, 
такъ что будемъ им%ть: 

Ze dæ КС 46 dz 
| dé "e dé ZA: 
тогда получимъ: 


d$ 


di s% а HA +Y) (29) +02) y =X+2Y, 
ИЛИ: 
4 ад 


d D д 7 
T tens: zl (Х,--гҮ,)Ё--Х--2Ү. 


Пеопредфленную функцію 2 опредълимъ изъ дифференціальнаго урав- 
3 нения: 


>. Е УА Ү,)2— X, =0, 
; тогда для Че È будемъ имфть уравненіе: 
+ (Х,+21,) = Х-2У. 


Это шахан: перваго порядка и интегрируется непо- 
Ч средотвенно, но для опредїленїя = приходитея интегрировать үрав- 
nenie Риккати общаго вида. Если два его частныхъ интеграла бу- 


K ДҮТЬ 2, и 2,, ТО соотвЪтетвенно имъ найдемъ частные интегралы 
é и & поолбдняго уравненія, и тогда изъ уравненій: 


x+z y =$, 
а y $, 
найдемь 2 и у въ функщи t. 
Замътимъ, что, такъ какъ линейное однородное диффер. уравне- 
_ ще 2-го порядка MORETE быть замфнено эквивалентною системою 
двухъ совмфстныхъ линейныхъ уравненій 1-го порядка, то къ инте- 
грированію уравненія Риккати можетъ быть сведена задача интегри- 
рованія однороднаго (а елд. и неоднороднаго) линейнаго диффер. 
уравненія 2-го порядка. 


5 


| 
34 
3 
1 | 
У 


< А22 
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$4. Нитегрироваше системы трехь совмфетныхъ обы- 
кновенныхъ линейныхъ диФФеревціальныхъ уравненій, Wb. 


` щей частный интеграль въ DIE цфлой однородной Функцін 


второй степени 7). 
Пусть E система уравненїй: 


T£ — det Ву-+- Се | 
| 
( 


РЕ 


= Aiet ВС" (19) 


E — Are В" +С" | 
гдв А, В, ..... С" — постоянныя или функци перем$ннаго & и поло- 


жимъ, что извЪетенъ намъ частный интегралъ системы (19) вида: 
Ф (22,2, 2) = constans, (20) 


гд Ф — однородная цфлая функція второй степени отъ æ, уи 2; Orpa- 
ничимь произволъ функцій Ф условіемъ, что она не есть ни полный 
квадрать, ни сумма двухъ квадратовъ. Прежде всего покажемъ, 
какимъ образомъ система (19) и интеграль (20) могутъ быть приве- 
дены къ простфйшему виду. Посредетвомъ простого линейнаго пре- 
образованія можемъ привести уравненіе (20) къ виду: 


224-24-22 = const., (21) 
выбравъ надлежащимъ образомъ коэффиціенты преобразованія; видъ 
үравненій (19) при такомъ преобразованіи упроститея, а именно: если 
мы выразимъ аналитически, что выраженіе (21) есть интегралъ урав- 
неній (19), то получимъ тождества: 


A= В' = С" = В С = ChA" = A' +B = 0, 
такъ что поб45 преобразованія уравненія (19) будуть имЬть видъ: 


ее су | 

dy _ ge | 9 
Se E AE Г (22) 
4 —ay—bw | 


1) См. Darboux. Leçons ete. І, стр. З и слЪд. 
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ГЭЛ ST NW ТҮ л Элсэн а бы аа z 
Е 2 d Kn db KR 206 SC 1 ХЭЭ Ч Lë Ч е 
d 4 198 z wéi ї 5 5 
. 


Веякая система рЪшеній этихь уравнен связана зависимостью BH- 
да (21), въ чемъ легко убЪфдиться, умножая 005 части 1-го уравне- 
нія на 22, второго—на 2y, третьяго—на 22 и складывая почленно; 
получимъ: 


ЧР) = 0, 
откуда интегрировашемь найдемъ формулу (21). Если 2, Y, 2, ÓY- 
детъ другая система рЪшеній, то кромЪ интеграла (21) и интеграла: 
£,’ +y += const., 
будемъ еще им%ть интегралъ: 
æ Lı +y yı tH 22, = const., 


въ чемъ легко убїдитьея слЪдующимъ образомъ: составимъ систему 


үравненій: 
dæ 
SG == 62, — су; 
(22 bis) A =A 
l == ау, — ba 


умножимъ D уравненій: (22) и (22 bis) соотвътетвенно на «л, у, 21, 
2, у, = и сложимъ ихъ почленно; тогда получимъ: 


1 
реа, уу, +24) =0, 


или, п06лЪ интегрирован: 
(23) 22, + уу, 22, = const. 

Интегралъ (21) всегда намь заранће извћетенъ. Если будемь 
знать какое-нибудь частное рёшене системы (22): £o, 70, 20; TO AET- А 
ко получимъ еще одинъ интегралъ этой системы; дфйствительно, за- 
мЪтивъ тогда, что частными ръшеніями системы (22) будутъ также 


функци: 
24-Ёйо Y+Eyo, 24-20, 


ГДЬ 5 произвольное постоянное, находимъ: 


(2-Н као)? (у- Ку, (25-ке) = const., 
ИЛИ: 
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(424-/2-4-22)--25 Lon, Lie 22) Е? (20 у 262) = const. 
и слБдовательно: 
2021 YYo HZZ = 6018, 
что и предетавляетъ другой интеграль, линейный относительно 2, у, 2. 
Отсюда заключаемъ, что, зная двЪ системы чаетныхъ р шений: 
20 Yos Zo И 21, Yı, Zı уравнений (22), можно получить систему общихъ 


рьшенїй этихъ уравнений, а именно: изъ уравненй, представляющих 
въ этомъ случа интегралы уравнений (22): 


æ? +y’ +z? = const. 
2204-100-220 = const. 
жж! уу, H22, = const. 
найдемъ: 
L= Co LoC 1 Vi с, (Yo Z1 —Y1 20) 
Y = o TE с, (20%, — 21 Lo) À (24) 
Z= Co {с 2,4-0, (Lo äi — Yo) 
ГДЬ со, Сү, с, = произвольныя поетоянныя. 

Покажемъ теперь, какимь образомъ, зная одну систему част- 
ныхъ рьшенй уравнений (22), найти общее ръшеніе этой системы 
поередетвомъ одной квадратуры, приведя вопросъ къ интегрирова- 
нію общаго уравненія Риккати. 


- Для нашей mban преобразовываемъ перемънныя o, у, 2 такимь 
образомъ, чтобы интегралъ (21) принялъ видъ: 
22-4-у2--22 = 1; | (25) 
такъ какъ на основани этого интеграла только два изъ перем5н- 
НЫХЪ: 2, у, 2 независимы, то мы’ вмЪето нихъ выберемъ другія два 
независимыхъ перемфнныхъ такъ, чтобы при этомъ выборЪ завиеи- 
мость (25) удовлетворялась тождественно. Если считать 2, у, 2 RO- 
ординатами нъкоторой точки пространства, отнесенными къ прямоу- 
гольной Декартовой системЪ осей координатъ, то уравненіе (25) reo- 
метричееки предетавитъ сферу радіуса 1 съ центромъ въ началъ 
координатъ. Предетавивъ уравнен!е сферы (25) въ вид5: 


ее) _ | 
(1—2) (14-2) 77 
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ЫГ, 
kr 
| 


DEVR 


гд Ge HL заключимъ, что можемъ разематривать сферу, какъ 
чинейчатую поверхность съ двумя системами мнимыхъ прямолиней- 
ныхь образующихъ; образующя первой системы представляются 
уравненіями: 


ану |, 2—4 1 
Т2. РКЕ И 
а образующія второй системы представляются уравненіями: 
ху | 2-4у 2248 
15952955 ke 


гдЪ Ли р произвольныя поетоянныя. За независимыя перемЬнныя 
мы примемъ: 


E=), Weste 
тогда 2, у, 2 черөзь 8 и т выразятея слЪдующимъ образомъ: 
EN И в 6+1 


(26) ` os 


H 


DE Add тт 
и легко провфрить, что дъйетвительно зависимость (25) тождествен- 
но удовлетворяется. Ветавляя выражен (26) въ дифференціальныя 
уравнения (22), предотавимь ихъ въ PAIE двухъ слфдующихъ: 


аё SR b—ia 
ES 8-4-166- Е 
d bio ч — іа 
ео 


такъ что ё и у суть ръшенія уравненія Риккати: 


(27) es - SE 24 си — debia 


4 9 74/4 


Такимъ образомъ, если будемъ знать. частный интеграль системы (23). 
а? у?-- 2? == constans Æ 0), 
то, приведя его къ виду (25), мы по формуламъ: 


t=} x—iy —_ atiy 


—2 ’ 1—2 


вычислимъ два частныхъ интеграла é и 7 уравнешя (27) и затвмъ 
посредетвомъ одной квадратуры найдемъ его общій интеграль: 
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Е 
2 


$ E z 2 ажлыг Si d ST ST ХЯР 

_ Вели данный частный интеграль системы . d , вида: 

22 у?- 2? = 0, у | (28) s Ё 
_ ТО већ З числа: 2, у, Z не могутъ быть дъйетвительными; пуеть тогда 
ЯС будетъ: Í l ) 

І 2! 2204-10, Y =Y tY, z =z Hiz. 


b 


_ Ёоли притомъ a,b,c суть ДВйствительныя функщи оть è, то, очеви- 
5 ДНО, Въ ОТДВЛЬНОСТИ ou Yi; 2, H 2, Y2, 2, буть ABÉ системы pbi- 
е. _ отвительныхъ рЪшеній уравнений (22), и тогда по формуламъ (24) E 
R Ж непосредственно, безъ интегрирования, находимъ общее рїшенїе урав- D 
зай неній (22). Если же функціи a,b,c мнимы, то можемъ представить 

үравненіе (28) въ вид%: 1 


SA 62-80 #4 , 
215 2? 2733 
_— и положить 4 
у Kë 8,272 22- iy 
E а 


2--06-1/6 


Р 
М р -46 24-1; 
| _ иеключая изъ Двүхь послЪднихъ уравненій =, получимъ: 


CA Ф 
ай 8 a: Eech. `" 53 
ЭЭЛ у 1487 H 


такъ что, введя коэффишенть иропорціональности =, будемъ имъть: 
2=а(1—), у =іа (14-69), z=2a$, 
и система (22) приметъ видъ: i D 


06 на ано о ES 28 
(29) Ё 
г E 
Ё 5 “са 0+0 = 


такъ что въ этомъ случаЪ É есть нїжоторый интегралъ того же 
Ранкатіева үравненія (27). Полагая: 


à u=}, 


http://rcin. org. р | Е 
| EE 
WW А Py 2 халгүй ээлийн 


Se: 


? ад» Ээ ЭР 


— 182 — 


= 


= =[ic— (b + ѓа) », 


или, на основаніи второго НЫ (29): 


dv Ба  4а 


dt D A T. 


v b+ia _ 
SC )+ Se SC 


Изъ послЪдняго уравненія посредетвомъ одной квадратуры найдемъ 
v, а затЪмъ по уравнению (30) получимъ общій интеграль ч уравне- 
нія (27). Итакъ, во вобхь случаяхъ, если извЪетна одна система 
рїшенїй уравненій (19) или (22), то можемъ обынтегрировать эти 
уравнен!я посредетвомъ одной квадратуры (въ одномъ случаћ, какь 
мы видфли, даже безъ квадратурь). 


$ 5. Интегрироване двухъ еовмфетныхъ енетемъ линей- 
ныхЪ диФФеренціальныхъ уравнений еъ 3-MA неизвфетными 
Функціями двухъ независимыхъ перемфнныхъ, при сущеетво- 
ваши чаетнаго интеграла въ вид "bot однородной Функции 
2-ой степени 7). 


Пусть даны gB% системы уравнений: 


dm d 
24 = 42+ Ву+ Cz 
3 SR A'x + В'у+- С" 


88 Ана But | 


дэг 


2525 (2--8,у-4-0,2 


d р 
=, 2+ BN EN 


Aert Bun С." 


1) Darbouæx.—Leçons etc. 1, етр. 47 и елъд. 
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имёющія интегралъ вида: 
“ф (2, 0, 2) = const., 


гд Фф есть однородная функція второй степени (не квадрать линей- 
ной функцій и не сумма двухъ квадратовь), 2, у, 2 —иекомыя функ- 
ци перемънныхъ м и v, а коэффищенты А, B,.... C,” — постоянныя 
числа или функцій w m v. При едъланномъ ограниченїй функцій Ф 
можно такъ же, KARD и въ предыдущемъ параграфъ, посредствомъ 
линейнаго преобразованія привести данныя системы уравнений къ виду: 


u Y | 

ду | 

jy 08-42 ( (91) 
5 —ау— bx | 

дэг 

35 01—47 | 

ae | (32) 


TRÉ опять коэффиціенты а, 0, е, о, bh, Ci, суть постоянныя, или функ- 

цій u, v; интегралъ ф = const. посл этого преобразованія приметъ 
ВИДЬ: 

22-у?-- 2? = const. (35) 

Прежде всего посмотримъ, каковы должны быть зависимости 

между коэффиціентами уравнений (31) и (32) для того, чтобы эти 


_ системы имбли совиБотныя общія р8ёшеня. Продифференцируемъ nep- 


вое уравненіе (31) по v, первое — (32) по м и замфнимъ 0047 диф- 
ференцированія первыя частныя производныя Z и у ихъ выраженія- 
ми изъ другихъ уравненій (31) и (32); еравнивая тогда выражения 
022 : 

dudo L Ae ae? получимъ: 


ВЕС, dh òb 
Es - SS -0--ад, ) U= Яа outen ) 5 


такъ какь эта зависимость должна быть тождественною, то заклю- 


пир://тсїт.ога.р! 


` e 
Ч ры ще ды, ENT VS, ЭВЭЧЛСЛЛҮГ”Э 


чаемъ, что въ отдёльности коэффищенты при у и = должны быть 
тождественными нулями. Сравнивая подобнымъ же образомъ произ- 


KA e Dy : : 
ВОДНЫЯ БЭЛ See H получимъ одно новое условте, изъ сравненія же 
Es Gs новаго словія не ПОЛУЧИМ. Так мъ 06 h ДЛЯ 
доди и дидь de H 5 ТЭРЭЭР ЇР 


ществованія функцій 2, у, 2 перемфнныхъь и ит, которыя удовле- 
творяли бы совмфетнымъ уравненіямъ (31) и (32), необходимы ut: 


дующія условия: 


Co е WÉI = cb, —c,b 
dh òb 

(34) Ces Jy = 46, — с 
= — ба ра Ae 


Докажемъ, что эти условія и достаточны для существованя 
общихъ рїшенїй совмфетныхъ уравнений (31) и (32). Пусть, въ ca: 
момъ 4545, будетъ £ у,,2, нБкоторая систёма частныхь рїшенїй 
уравненій (31), не удовлетворяющая системЪ (32). Результаты mut: 
становки 22, Yı, 2, въ уравненія системы (32) пусть будуть соотвфт- 
ственно: J, K, L, такъ что будемъ имъть: 


J= = — biz +19, 
ду, 
(55) Жи 29 Gef Lë . 


de 
L= CA = ay hun, 


Функции J, K, L вообще отъ нуля отличны. Легко видЬть, что ont 
представляютъ также систему рЬшенїй уравненій (31). ДЪйетвитель- 
но, имфемъ: 

97 до, д. _ 9 


e E 00 — 
du доди ðu “ди 


d 
dp у, E = 


д òb дс 
= 55 (98 — 61) — b, (ау, —bæ,) — 2, CC +: (еа, — 421) +4, e KS 


02 д; др òb 
(ааа) (анаа) (5 оос) 
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= Б ард 8. ee e А, KX ef echt Таъ Ааа 2-24 aa 


Л 


в: (2-2 z Gen Ee 


или, на основанш формуль (34) и (35) 


За. дЈ 
e zu 2:6 


по аналоги будемь им%ть: 


SC SE cJ—aL, 

b- ди 

Ч ов шил bJ, 
ди 


откуда видимъ, что дЪйетвительно J, К, L удовлетворяютъ уравне- 
ніямъ (31). Hat, формы послЪднихъ трехъ уравненїй заключаемъ, 
что, если задать начальныя значенія Jo, Ko, Lo функцій J, К, L, co- 
отвфтетвующ какому-нибудь значенію и==и,, ТО система ЭТИХЬ 
интегральныхъ функцій будетъ вполнф опредЪлена. Если эти на- 
чальныя значення принять равными нулю, то, какъ не трудно BH- 
bt, значенія функцій J, K, L будутъ равны нулю при воякомь 
Wie значенш «w; другими словами, если какая-нибудь система рЪшеній _ 
системы уравненїй (31) удовлетворитъ систем (32) при одномь ka- 
комъ-либо значенш U= ty, то она ей удовлетворитъ и при веякомъ 
другомъ значеніи м. Зная это, легко обнаружить, что системы (31) 
и (32) имфютъ безчисленное множество общихъ системъь рЪшеній, и 

pubert съ твыъ показать, какь эти рЪшенія найти. 
A Y Давъ въ уравненіяхъ (32) перем нному м какое-нибудь частное 
= значеніе wo, мы всегда сумЪемъ опредЪлить, и притомъ единетвен- 
нымъ образомъ, систему функцій X, У, Z одного перемБинаго v, KO- 
торыя удовлетворяютъ уравненіямъ (32) (при U= uo) и которыя при 
я 5 =, принимаютъ напередъ заданныя значенія Vo, Yos 2. ИмЪя 
функцій X, У, и считая временно въ уравненїяхь (31) v произ- 
_ вольнымъ параметромъ, найдемъ — также единетвеннымъ, вполић ONPE- 
дЪленнымъ 00разомь - функци æ, у, 2 двухъ перемЬБиныхь U Hr, 
удовлетворяющія сиетем% (31) и при “=, обращающияея въ X,Y, Z. 
Такимь образомъ найденныя функци o, у, Z при и== и, будутъ удо- 
влетворять и систем (32), слфдовательно онь будутъ удовлетво- 
pars послЪдней системъ при вобхь значеніяхъ м. Вром того, aer- 
ко видфть, что при и = им, и == 0, функцШ 2, у, 2, опредЪаенныя, 
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EE E EE ET e 


Cette ра 


какъ сказано, принимаютъ напередъ заданныя значенія Vo, Yo; Zos 
такъ что 2, у, 2 и будутъ общими ръшеніями совмБотныхь уравне- 
ній (91) и (32). 

Доказәвъ существованіе общихъ рЪшеній совмфетныхъ сиетемъ 
(31) и (32) при условіяхъ (34), укажемъ, какъ на самомъ ghab най- 
ти эти рЪшенія. Приведя простымъ преобразованіемъ перемБиныхь 
постоянное въ правой части интеграла (33) къ единиц, мы опять 
введемъ BMÉCTO 2, у, z перемфнныя ё и 7 по формуламъ (26), и TO- 
гда, слфдуя тому же методу, который былъ примЬБнень въ $ 4, npr- 
демъ къ заключенію, что ё и 7 суть omid рБшенія совмветныхъ 
үравненій съ частными производными: 


016 Эс 
525 t+ i EE —0 


— in 


t?+ic 22 


dÉ K 5,-- d 
ду 2 


=0, 


интегрированіе же подобной системы уравненій приводится, какъ бы- 
ло показано въ $ 2, къ интегрировано одного обыкновеннаго урав- 
nenia Риккати общаго вида. Можемъ такимъ образомъ считать дока- 
заннымъ, что къ интегрировано одного обыкновеннаго общаго урав- 
nenia Риккати приводится интегрироване системъ уравнений (31) и 
(32) при выцолненш условїй (34), каковы условія необходимы ддя 
существованя общихъ рфшенй уравнений (31) и (32). 


$ 6. Суммированіе непрерывныхъ дробей, которыхъ чи- 
саители равны единиц, а знаменатели образуютъ ариеметичес- 
кую прогреесйо. 

Къ вопросу объ интегрированш чаетнаго уравненія Риккати 1 
можетъ быть еведенъ, какъ показалъ Эйлеро '), вопросъ 0 суммиро- 
ванш непрерывныхъ дробей вида: 


Я 
Е тутй Е 


GEES а4-37:4- .. 


1) Ещег.— Оризеша апауйса, loc. ей. 
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о =— 
er 


ls Г ЗЕТИ о, | 
Pa Т А ОТ TO “оначала непрерывную 1 бь бол Е 
н | Ч | 
"HoF cl. 
"dt 


ИГ 06бозначимь послфдовательныя подходящія дроби черезъ: 


такъ что имћемъ: 
А--а, B= АЬ+1, C= Ве+А, D= С44+В, 
4-1, 9 — 90, 6 = Зе-+%, D= 64-3, 


Не измфняя величины подходащихъ дробей, мы можемъ замЬнить 
ихъ слЪдующими: . 


(36) 


1 
а 
1 
a 
1 
a 
1 
a 
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а = л МИР : 


Вычисливъ непосредственно достаточное число числителей A, В,, ..... 2 


1 и знаменителей M, 3,,....., можемь усмотръть са ДуюшШй законь 
Е образовашя знаменателей изъ чиелителей: знаменатель какой-нибудь 
з подходящей дроби ряда (36) образуетея изъ числителя предшеству- 
: ющей подходящей дроби, если въ послЪднемъ буквы а, b, с, d, ..... за- 
3 мЪнить соотвфтетвенно буквами: b, с, d, е,..... и умножить его за- 
х” тъмъ на 2 
D Положимъ теперь: 
2 р —а--п, с--а-2л, 4= а- 8, ....., 
в тогда легко предетавимь числителей дробей (36) въ видЪ: 
: A =t 
| Ў =, 
. Aer ад 
2 
Се 
Руза + 2 + 57 
| KÉ Ae 
Deh e 


о b е е (01а Sieg ао (ое 05. 


Если обозначимъ (2— 1)-0е, i— ое, (1--1)-06 числа въ ряду а, 0, е,.... 
соотвЪтетвенно черезъ: X, у, 2, т. е. положимъ: 
x —= а4-(1—2)п, у == а4-(1— l)n, z = a+ їл, 
то для числителя 2, (rt 1)-0й дроби въ ряду (36) получимъ выраженіе: 
(-1(--2) , (2—2): —3)(1—4) 
1.9.0.у2 " 1.92.3.ас.ауг 
| Dä (i—4)(i—5) (i—6) 
1 1.2.3.4.афса.ъауг 
На основани едъланнаго зам%чанія 0 закон образованія знамена- 
телей дробей (36) изъ ихъ числителей закаючаемъ, что знаменатель 
3, (1--1)0й подходящей дроби будетъ: ? 
(1—2) (1—3) SONE 
Р 3, ele SE 2.abc.yz 13.23. abed. xyz 


+ @-96-5)6-069 
1.2.3.4. абс4е. væyz 


s.s.s.. 


4 
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S= a E DE 1 


а-+3т-.. 


мын 


а er 


_ будемъ, очевидно, им%ть; 


UUE — lim Z, 3 
S Я (ec | (ei. 
mp полагая: E 
Gw En =A iim. gE j 


м H 


= Х, 

T (3) t P 
16 ЗамЬтивь дальше, что. 1 

НЭХ ЭГ: 24 

WR éi Ki 

4 


gr 202). (2—1) (1—2) 1 
Së [a+ (i— а] [ат] "ai 


23 


eg ИВЕ 

А Ё к 
к (4—9) (2—3) K 
ў yz ai H RW 
"Te О отн ET E ed Е 
_будемь им%ть: pe 
23 ое. WS 
Г ра Та: "kon Б 

аба 2 1 1 Е» 
МИРТ EE ai 


Lan вычиеленія этихъ рядовъ, разсмотримь сафдующе cre- 
пенные ряды: | 


Wl 
KL 


т" а?" ап 


БЭЛ ТЭ ӨГЛӨГ ты м 
Ы: | аз" 
алаан" гээшэ + Wan r 
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Lo 4122 EN SS e SE 7 


шел ВОВА AE 


KEE ФР Ч е РАСУ ИС ы о A Bag Ee Зы et 14.2.9 Г ЭСЭР л. 
А м ТЕ) E та ? Ч SD с 3 Ak 


ENT LE 


Sege ve 


Между функціями ри 9 существуютъ нъкоторыя аналитическія за- 
висимости. Во первыхъ, непосредственно находимъ: 


d 
(87) = алга. 


Во вторыхъ имфемъ: 
49 _ д 23" 
2 Tæ it га гудала 
а" Ты x?” 171 
1.1 АД -(2-: гэнэ (2-1) эзний л 
E EE 
2 ПА Gs Тара р ав 


Р ka aq = == (- 
ЭЛ “Ес .... 
и слЪдовательно: 
ша 

(88) SE tg deer 
Положимъ: 

am 

79 


D 


такъ что при 2 = 0 имфемъ 2-г0, а при #=1 — 2== 8; будемъ 


им%тЬ: 
ар = 219-942, 
и на основаніи уравненія (37): 


(39) 2"! q 4х = 204+ 942. 
Далће, изъ уравненія (38) находимъ: 


А e НЯ 
сл довательно, умножая 008 части уравненія (39) на T получимь: 


a” dæ =z (2—а) аз 4х, 
ИЛИ: 


Это уравнешїе приводится къ частному уравненію Риккати подета- 
новкою: 
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BE Ef? 


— 141 — 
2—2", 
такъ что у = со при 2—0 и у = 5 при я = 1; получимъ тогда: 
80 A КЕРЕН 
r N 
или, полагая: 
№0“. 
такъ что у = оо при t=0 и у = 8 при t=1: 


п—?а 


а 1 411578 
а (40) 


а 


что и предетавляетъ частное уравнене Риккати. 


Такимъ образомъ приходимъ къ заключению, что для суммиро- 
ванія непрерывной дроби: 


1 
85 ———— JL 
ЯГ а-т- с 


GRINE. (41) 


нужно обынтегрировать Риккатїево уравнеше (40); найдя его общий 
интегралъ въ вид%: 


у=} С), 
гдћ С— произвольное постоянное, выбираемъ это C такъ, чтобы было: 
700, С) = о; 
назвавъ это знпаченіе С черезъ Co, будемъ имЪть: 
=, Gi 


На основани формы уравненїя (40) можемъ видЪть, въ Ra- 
кихъ случаяхъ дробь (41) можетъ быть суммирована; а именно: для 
возможности суммированія дроби (41) необходимо (и достаточно) 
условие: 


п^2а_ 4 
а — itl 
ИЛИ: 
ГЭЛ +2а 
9-1? 


ГДЬ 2 — произвольное MAOC положительное число, или нуль. 
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AR REIRES T EN E TE S И TETT 


GE 


ke 67 т Р LNS TE 22, Ра ОРОС", 72, “987 РУ, Р Р" 


ГЛАВА Il. 
ЧЕН приложения теорія "ten уравнения Риккати. 


--000-- 


$ 1. Изысканіе ортогональныхъ траекторій семейства 
окружностей: | 
(1) (@—a}+(y—b)} = т", 
ryb а, b, г — Функцін параметра / 7). 

На основан теорін ортогональныхъ траекторій заключаемъ, 
что искомыя кривыя удовлетворяють дифференціальному уравненію: 


аг | dy 
а-а у—` 


(2) 


Чтобы получить дифференціальное уравненіе искомыхъ траекторий, 
слфдовало бы изъ послћъдняго уравненія и изъ уравненія окружно- 
стей исключить параметрь U; но въ общемъ видъ это исключене не 
возможно. Поэтому постараемся получить уравнен!е искомыхъ трае- 
кторій въ конечномь видЪ слфдующимъ образомъ. Положимъ: 


(3) x = a+r cos 0, y = b+ r sin 0 

считая 0 также функціею м, а 2, у— текущими координатами ACRO- 
мыхъ ортогональныхъ траекторій. Если опредїлимь D въ функции 
и такъ, чтобы удовлетворялось уравненіе (2), то уравнения (3) и 
будутъ представлять искомыя кривыя. Очевидно, что D есть уголъ, 


1) Darboux.—Leçons ete. I стр. 113 и ел%д. 
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образуемый съ осью х прямою, соединяющею точку Lo, у) траекто- 
pin (3) съ центромъ окружности (1), пересекающей эту траекторію 
въ точкЪ (w, у). Изъ уравненій (3) находимь: 


dæ = da—r sinb . d0-+cos 9 . dr 
dy = db+ r с0з0.40--зт Ө . dr. 


Ветаваяя эти выраженія въ уравненіе (2) и замфняя x—a и y—b 
соотв$тетвенно черезъ rogef и гай 9, получимъ: 


или, полагая: 


2 аа db 

unr R F О H 
Имъемъ такимъ образомъ для опредфленя ! въ функщи w общее 
уравнен!е Риккати. Kean удастся изъ него опредълить ! въ функши 
и, то найдемъ и D въ функци м, й тогда уравнения (3) будуть пред- 
ставлять искомыя ортогональныя траекторш окружностей семей- 
ства (1). 

Изъ свойствъ общаго уравненія Риккати выводимъ рядъ слЪд- 
ствій, относящихея къ разбираемой задачЪ. Итакъ, зная одну ка- 
кую-нибудь ортогональную траекторію окружностей (1), мы найдемъ 
всю систему траекторий посредетвомъ двухъ квадратурь, зная ДВЬ 
траекторіи, мы поередетвомъ одной квадратуры найдемъ Bok осталь- 
ныя; наконецъ, зная 3 траекторіи, мы найдемъ всЪ остальныя безъ 
интегрирования. 

Если ti, tz, ts, ta суть какія-нибудь 4 ръшенія уравнения (4), то, 
полагая: 


20 (1-1, 2, 3,4) 
_ бұдемъ им%ть: 


0 0, 0 
92-95 95-92 


BC Гон), 
95-92 Ф? 9? 


le, 


D 
We 


л 


EE A gt eg EE LEE EE EA, E wn E ah Ze 


» 


ЧЫ ЭГ” 


EEN 


ИЛИ: 
. 0—0. .9,-0, 
ai eh віп 2-2 of 
е : — const. 
зіп A 2 sin 0—0, 
2 2 


ПослЪднее ‘уравнеше выражаетъ слЪдующую теорему: ашармони- 
ческое отношеніе четырехв точек, 65 которыхс какая-нибудь окруж- 
ность семейства (1) пересткается четырьмя ортоюнальными трае- 
пторями, имљето постоянную величину *). 

Покажемъ, какъ можно въ самомъ общемъ BUHÉ построить двъ 
взаимно ортогональныя системы кривых (т. е. ДВЬ такихъ CHCTE- 
мы кривыхъ, чтобы всякая кривая одной системы, не пересЪкая ни 
одной кривой той же системы, пересћкала веб кривыя другой систе- 
мы подъ прямымъ угломъ), причемъ одна система кривыхъ состояла 
бы изъ окружностей. Выберемъ какъ угодно двъ кривыя С, и С, 
(задавая ихъ аналитическія уравнен!я); тогда существуетъ и легко 
можетъ быть опредфлено аналитически семейство окружностей, пе- 
ресћкающихъ ортогонально кривыя C, и (,; эти окружности будуть 
предотавлять одну изъ искомыхъ системъ кривыхъ; кривыя второй 
системы, къ которымъ принадлежатъ кривыя С, и С,, найдутся на 
основанш вышесказаннаго посредетвомь одной квадратуры, 

Въ одномъ случаЪ (ветрЪчающемея, впрочемъ, довольно часто) 
послъдняя задача рЪшаетея esb всякой квадратуры; это бываеть 
тогда, когда заранфе извЪетно, что среди кривыхъ второй системы 
должна быть нћкоторая (заданная) прямая линія или окружность. 
Такъ part, прямая лия и окружность, пересЪкая разъ какую-либо 
окружность подь прямымъ угломъ, пересБкаеть ее второй разь TO- 
же подъ прямымъ угломъ, то такая заданная прямая или окружность 
равносильна двумъ заданнымъ траекторіямъ. Присоединивъ тогда 
произвольную кривую С, мы составимъ уравненіе семейства окруж- 
ностей, ортогонально переоБкаюшихь данную прямую или окруж- 


1) Ангармоническимъ отношеніемъ четырехъ точекъ на кони- 
ческомъ еБченіи (слЪдов. въ частности —на окружности) называется 
ангармоническое отношеніе 4-хъ прямыхъ, соединяющихъ эти 4 точ- 
ки съ произвольною 5-ою точкою коническаго сЪченія; это отноше- 
не не зависитъ отъ положенія 5-ой точки на кович. C ueniu. 
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ность и кривую С; составимъ затВмъ Риккатїево уравненіе (4); для 
послЪдняго будемь имЪть 3 чаетныхъ рфшен!я, слЪдовательно его 
общий интегралъ найдется безь квадратуры. 

Изъ предыдущаго вытекаетъ также, что для опредъленія систе- 
мы ортогональныхъ траектор семейства окружностей, пересћкаю- 
щихъ одну какую-нибудь окружность подъ прямымъ угломъ, пли 
пифющихъ центры на одной прямой линш, необходимо и достаточно 
одной квадратуры. 


$ 2. Изыскане кривыхъ, обладающихъ тфмъ евойетвомъ, 
что точки касанія касательныхъ, проведенныхъ къ нимъ изъ 
какой-нибудь точки данной кривой, лежатъ ва прямой линии *). 
Пусть данная кривая будетъ: 
=e (и), 7== ф (и), 
rk и — перемънный параметръ. Пусть A (ем. чертежъ) будетъ одна 
изъ искомыхъ кривыхъ; текущія координаты этой кривой обозна- 


out, черезъ 2 и у. Касательная, проведенная къ ней изъ какой- 


нибудь точки U данной кривой, предетавляетея уравненіемъ: 


dy _у—9 (и) 6) 


de  x—ọ (u) ` 


Геометрическое мЪето точекъ прикосновеня различныхъ кривыхъ 
искомой системы съ касательными, проведенными изъ одной и той 
же точки U, есть по условію нЪкоторая прямая А; пусть уравнене 
этой прямой будет": 

pe+qy+r = 0, (6) 
ГДЬ р, 9, "— функцій отъ &, у, слБдовательно — функцій параметра w. 
Координаты (e, y) точки переоБчешя прямой К съ кривою A удо- 
влетворяютъ послЂднимъ двумъ уравненіямъ. МБняя w непрерывно, 
мы по уравненію (5) будемъ получать непрерывный рядъ касатель- 
ныхъ, проведенныхъ изъ точки U къ кривой искомой системы, а по 
уравнению (6)— соотв тствующя прямыя А; точка пересћъченія kax- 


1) Сравн. Weyr, loc. cit. 
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:4 


3 


ke 


poii касательной съ соотвЪтетвующею прямою А, лежить на кри- 
вой искомой системы, слфдовательно, если мЪнять м непрерывно, то 
совокупность уравнений (5) и (6) предетавить воб точки искомыхъ 
кривыхъ. Иеключая w изъ уравнен (5) и (6), получимъ общее 
дифференщальное уравненЇе искомыхъ кривыхъ; увидимъ, что по- 
лученное такимъ 00разомь уравнеше есть уравненіе Риккати. 


Чтобы обнаружить это, возьмемъ на прямой А произвольныя 
4 точки: Р,, Pa, Po, Pa, черезъ эти точки проходятъ соотвЪтетвую- 
щія кривыя искомой системы: А, В, С, D; касательныя къ этимъ 
четыремъ кривымъ въ соотвЪтетвующихъ точкахъ P проходатъ Ye- 
резъ точку U. Дадимь параметру u безконечно малое приращеніе 
du; тогда на данной кривой получимъ смежную съ U точку (Л, ей 
будеть соотвътетвовать прямая K,, предетавляемая уравненіемъ: 


р (и ди) 24-9 (и--4и) у--7 (и-Е ди) = 0. 


Пусть прямыя ОР,, UP, UP, ОР, пересЪкаютъ прямую K, coor- 
вЪтетвенно въ точкахъ: Qi, Qo Qo, О,. На основами извЪетной 
теоремы проективной геометріи заключаемъ, что ангармоническое OT- 
ношенїе четырехь точекъ: Р,, Р,, Pa, Р, равно ангармоническому 
отношению четырехь точекъ: Qi, Qo, Оз, ©,. Построивъ ординаты 
этихъ восьми точекъ въ какой-нибудь систем Декартовыхъ коорди- 
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натныхъ осей, заключаемь, что ангармоничеекое отношеше орди- 
нать первыхъ четырехъ точекъ равно ангармоническому отношенію 
ординатъ вторыхъ четырехъ точекъ; но такъ какъ мы дали параме- 
тру м безконечно малое приращеніе du, то точки Qi, Qo, Qo, Qo лишь 
безконечно мало удалены оть точекъ пересБченїя кривыхъ А, В, С, D 
съ прямою А,: поэтому составляя ангармоническое отношеніе орди- 
нать точекь О,, Qo 0, Ч, — веаичинъ конечныхъ — мы можемъ ечи- 
тать эти точки лежащими на соотв тетвующихъ кривыхъ: 4, B, C, D. 
Называя ординаты точекь P соотвфтетвенно черезъ Yi; у, Yas Ya, МЫ 
можемъ сказать, что отношеніе: 


Уз Ii . Уа 
0/87. АТ 
не измняетея, когда точки (24, Y1), (Los у»), (Eas Уз), (Las Ya) перемф- 
щаютея по соотвфтетвеннымъ кривымъ пекомой системы, лишь бы 
он® одновременно (т. е. при одномь и томъ же значенін параметра 


и) лежали на одной прямой лини. Оутеюда заключаемь, что у есть 
функція Риккати 07ъ 2, такъ что результать исключения и изъ урав- 
нений (5) и (6) долженъ представиться въ форм уравненія Риккати. 
Зная одинъ интегралъ этого уравненія (т. е. одну кривую линію 
искомой системы), мы найдемъ его общій интегралъ (т. е. већ осталь- 
ныя кривыя линш) посредетвемъ двухъ квадратуръ. Въ одномь ча- 
стномъ случаЪ дЪйствительно знаемъ 4 priori одно ръшенів нашей 
задачи, а именно: когда заданная линія есть прямая; тогда эта пря- 
мая, очевидно, вама предетавляетъ частное рьЬшенї6 задачи. 


$ 3. Уетановленіе проективнаго соотввтетвія между точ- 
ками системы коничеекихь еБченій "1 


Пусть уравненіе: 
f(y, №) = 0 | 
будетъ второй степени относительно 2 и Y и пусть оно содержить 
независимый перемфнный параметръ à; тогда это уравнеше будетъ 
представлять въ какой-нибудь (для простоты — прямоугольной) Де- 
картовой систем осей координать систему коническихъ сЪчен!й: 


3) Сравн. Weyr, loc. cit. 
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Ärt 


— 148 — 1 Ч 
каждому значению А будетъ соотвЪтетвовать одно коническое сЪче- 
Hie системы. Точки на коническомъ съченіи будемь опредЪлять, CUN- 
тая 2 и у функціями нБкотораго параметра №, который вообще бу- 
детъ зависть отъ À; задавь А какое-нибудь опредБленноё значеніе 
и мЪняя непрерывно №, мы заставимъ точку (а, у) перемфщаться по 
соотвЪтетвующему коническому еъченію. Функціональную завиеи- 
мость между 2, у и р. установимъ такимъ образомъ, чтобы выраже- 
Hie: 

e eg KA, Aen | 

Ёаз-ГРэ м № 
было атармоническою функціею четырехъ точекъ коническаго Cb- 
чения, соотвЪтетвующихъ значеніямъ вх, Ha, №, р, параметра р. (т. е. 
чтобы ангармоническое отношене этихъ четырехъ точекъ равнялось 
написанному выражено). Установивъ функціональную зависимость 
между шит, з !), постараемся опредїлить функциональную зависи: 
мость м оть À такимъ образомъ, чтобы при непрерывномъ измъне- 
nin параметра à написанная ангармоническая функція не измфнялась. 

Пусть кривая А предетавляетъ коническое сЪчене, соотвът- 
твующее какому-нибудь значеню параметра 7, на этомъ Chienig 
возьмемъ произвольныя 4 точки: Р, Р,, Poy Pa, соотвЪтетвующія зна- 
ченіямъ №: Wi, Wo Ha, Da, Вообразимъ систему прямыхъ линій: 

‚ Y = №- В, 

ГДЬ à pubert, то же значеніе, а В— произвольное постоянное; дадимъ 
8 такія 4 значенія, чтобы прямыя, представляемыя послЪднимъ урав- 
неніемъ, проходили соотвЪтетвенно черезъ точки Ji, Р,, Р,, Г»; эти 
прямыя будутъ очевидно параллельны одному направленію, образую- 
щему съ положительнымъ направленіемъ оси 2 уголъ arctg A, Пусть 
значению параметра: ^-4Х соотвфтетвуетъ коничеекое сВчеше 2; 
положимъ, что вышесказанныя 4 прямыя пересфкаютъ кривую В 
соотвЪтетвенно въ точкахь Qa, Qo, Qoy ©,; этимъ точкамъ кривой В 
пусть соотвтетвуютъ значенія №: Wi, Wo, Was ма. Потребуемъ, что- 
бы имло м%сто равенство: 


D 


Hahn. EE УИ 
Ба Ha 05 ра а 


1) Какъ установить такую зависимость, будетъ ниже выяснено. 
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Let EEN "7 и ХЭЛЭЭР": 


Eet т. е. чтобы ангармоническое отношенїе точекь Р кривой A равня- 5% 
= Aoct ангармоническому отношению точекъ Q кривой В. Тогда ряды éi 
НЬ 7 SG WE Ч 
гс: и. 
| d Co vd 
Ka 
БУ: Ka 
SIE GE 
v e 
KP 3 
J 1 
i + K 
KI 
KZ | 
35 y 
Bu, " 
ЯГ. 0 МА 
ё7, / р . 
$ _ точекъ Ри Q будутъ проективны; для этого же необходимо, чтобы 1 
_  Центръ проекцій лежалъ на обоихъ коническихъь сБченяхъ; но въ 


данномъ случа центромъ проекщи блужить безконечно удаленная 
точка направления: 


dy _ 
ал A (7) 


саЪдовательно эта точка должна принадлежать обоимъ коническим || 
ефченіямъ. Hat, этого выводимъ слЪдетв!е, что любыя Ab смежныя 
кривыя системы / = 0 пересћкаютея на безконечно удаленной пря- 
мой въ точкЪ, характеризуемой направленіемъ (7). Безконечно уда- 
ленная прямая оказывается такимъ образомъ оберткою веЪхъ кони- 5 
ческихъ сЪченй данной системы; отсюда вытекаетъ необходимое 
условие, что данныя коническія сБченїл могутъ быть только NAPA- ` ` 
_болы, еъ осями, параллельными прямой ОК: 

! ! у— № =Q, 
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эт Р bada AA um dk Wm KL: 97 22 geb H 


A 


То r ia ооч EE, MET 


Let? 


ЕТТ ЭУ 


ў 
CEMAT. 


Предложенное уравнене должно поэтому имть видъ: 


Л (а, у, N= (у— №) Ayp A) + (А) = 0. 
Общее дифференціальное уравненіе веъхъ этихъ параболь получимъ, 
исключая À изъ послъдняго уравненія и уравненія (7); найдемъ: 


ө feeën (hen (Biel 


причемъ Ф, фих могуть быть какія-угодно функщи своего аргумента. 

Теперь легко будеть вывести искомую зависимость между в. и 
A, Tars какъ прямая ОХ параллельна оси параболы A, то заклю- 
чаемъ, что ангармоническое отношен!е точекъ Р,, Р,, Pa, Р, равно 
ангармоническому отношению отрфзковьъ Р, 0,, Pba, Р.В, Ph 
но эти отрфзки пропорціональны отрћъзкамъ Jo, Р,а,, Р,а,, Р,а,, 
которые равны соотв%тетвенно: Yı — ALi, 05 №2, уз №, у, №, 
ГДЬ oe у: — координаты точки Р;. Въ виду этого можемъ положить: 


(9) T= у-Эг, 
тогда дЪйствительно выражен!е: 
Тс: а . В M 
< Из — Во Ва Во 
представитъ ангармоническое отношеніе точекъ Ji, Р,, Р., Р,. Оетает- 
ся теперь изъ уравнений (7), (8), (9) исключить 2 и y, тогда полу- 


чинь искомую зависимость между p MÀ. Замъняя въ уравненіи (5) 


dy : ETS 
Es черезъ à на основани уравненія (7) и у черезъ А-у на осно- 


. ваши уравнения (9), мы изъ него получимъ слЪдующее выраженіе 


ДЛЯ 2: 
+e) +A) 
20)--30) 
Дифференцируя же уравненіе (9), получимъ: 
du = ау Мх а», è 
или, на основанїй уравненїя (7): 
4 
k=- 


и слБдовательно будемъ имЪть: 
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2 4142--Мы--Х--0, 


иг дая краткости обозначено: 


es 1 
L= Аа 
Ёс. ФО) РАФ) 
Такимъ образомь для опредїленїя в въ функц A приходитея UH- 
тегрировать уравненіе Риккати, 


M= LYN), N=Lyà). 


$ 4. Onperbaenie развертки кривой двойной кривизны 32 


Разверткою (développée) кривой въ пространствВ называется 
кривая, огибаемая нормалями данной кривой. Развертка не можеть 
быть образована главными нормалями данной кривой, такъ какь 
главныя нормали въ двухъ смежныхъ точкахъ не пересћкаютея; каж- 
дая кривая имфетъ безчисленное множество развертокъ; главная HOP- 
маль развертки въ какой-нибудь ея точкЪ параллельна касательной 
къ данной кривой въ соотвЪтетвующей точк% 2). 

Пусть кривая въ пространотвї опредЪляетея уравненіями: 


6 = ф(и), 1= $ (и), = x(u). 

Составивъ уравненія касательной къ этой кривой въ какой-нибудь 
точкЪ ($, 7, С), мы можемъ въ нихъ замфнить &, 1, 6 ихъ выраженія- 

ми черезъ w; тогда уравненія касательной напишутся въ видћ: 
а= ага, у = 024-8, (10) 
ГДЬ æ, у, 2 — текущ! я координаты касательной, аа b, а, В -функщи 

EN 3 
Kä параметра м. Веякая плоскость, проведенная черезъ прямую (10), 
1 _ будетъ касаться данной кривой въ точкЪ ($, 7, $. Уравненіе такой 


-аг-0-(/-02-0)-20/ (11) 
тд ^- произвольный параметръ. Давая À различныя значения при 
VS Ke А 1) По Laurent.—Traité d'analyse. Paris 1890. t. У р. 63—65. . 
Е 2) Доказательство этихъ и другихъ свойствъ развертокъ кри- 


è 4 _выхь въ проетранствЬ можно найти у Laurent во П-омь томЪ ци- 
D A . 
тированнаго его сочиненія, стр. 381—386. 
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одномъ и томъ же U, мы будемъ получать различныя плоскости, CO- 
держащія прямую (10) и касательныя къ кривой въ одной и той же 
точкЪ. Если будемь мБнять параметрь м и одновременно: варіиро- 
вать параметръ А, какъ нЪкоторую (произвольную) функцію 4, то 
плоскость (11), перемъщаясь непрерывно и оставаясь касательною 
къ данной кривой, будеть огибать нЪкоторую развертывающуюся по- 
верхность. Прямолинейныя образующія этой поверхности предета- 
ватея слЪдующими уравненїями: 


z—az—a+ì(y—bz—ß)=0 
—– 20а — 094 (у — 02 — 8) а — \ (2004-48) = 0 


Предетавимъ эти уравненія въ нЪеколько иномъ видЪ. Умножимъ 
первое изъ нихъ на dÀ, второе на A и вычтемъ почленно одно изъ 


другого; замфняя потомь дифференціалы производными по u, ПОЛУу- 
ЧИМЬ: 
da ds ,.48 

(19) 22 28 Чи du 4 ди 

ба. ФЧ а йа 0 

‘ди du du du du (‹ du du dall 
Второе же изъ предыдушихь уравненій напишетея въ видђ: 

ал „48 
а, 2 e du 


(13) 


du du du du du 


аа.» Д 22 а. 
We du CO 


Уравненіе прямой, параллельной этой прямолинейной образующей и 
проходящей черезъ начало координатъ, можно написать въ вид5: 


d æ у 2 
алх da _ 848 — д ага» 
” du “АЖ du _ e Vi 27 du цох” du du 


(14) 


Потребуемъ, чтобы прямолинейная образующая (12, 13) была nep- 
пендикулярна къ касательной (10), тогда прямая (14) также будетъ 
перпендикулярна къ этой касательной; но тогда прямолинейная обра- 
зующая (12, 13), проходящая черезъ точку (ё, у, ©), будетъ совпадать 
съ нормалью къ данной кривой; замътивъ же, что прямолинейныя 
образующія развертывающейся поверхности огибаютъ ребро возвра- 
та этой поверхности, мы заключимъ, что при перпендикулярности 
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обозначаютъ соотвЪтетвенно производныя 


прямыхъ (10) и (14) ребро возврата сказанной линейчатой поверх- 
ности будетъ искомою разверткою данной кривой. Выражая условіе 
перпендикулярности прямыхъ (10) и (14), будемъ им%ть: 


AA аа, аа 
Tä Миг 28333, du t? А, +9 
ИЛИ: 
аа 
(а? И. ER (922- TALER 


что предетавляетъ уравненіе Риккати. Kean изъ него удастся опре- 


kurt A въ функци и, то будемъ знать, по какому закону должно 


мБнять А при перемъщенін касательной плоскости (11) отъ одной 
точки данной кривой къ другой для того, чтобы эта касательная 
плоскость огибала развертывающуюся поверхность, которой ребро 
возврата было бы разверткою данной кривой. Общ интеграль по- 
лученнаго нами уравненія Риккати дасть, понятно, веб развертки 
данной кривой. 


$ 5. Изыскаше асеимитотическихъ лин линейчатыхъ 
поверхностей '). 


Ассимптотическою лишею поверхности называется кривая, на- 
черченная на поверхности и обладающая тъмъ свойствомъ, что въ 
каждой ея точкї оскулирующая съ нею плоскость совпадаетъ съ ка- 
сательною плоскостью къ поверхности въ этой точкЪ. 

Прежде чЪмъ приступить къ аналитическому изысканію ассим- 
птотическихь лин! поверхности, сдЪлаемъ предварительно HÉROTO- 
рыя необходимыя замфчан!я относительно общихъ бвойотвь ассимито- 
тическихЪь линий. 

Уравненіе плоскости, касательной къ поверхности въ точкћ 
(=, у, 2) кривой на этой поверхности, можетъ быть написано въ вид5: 


2-г=р(Х—2) +4(У-у), 
rab X, У, И— текущія координаты касательной плоскости, ари 9 
de дг У 
Eet? 99 Для того, чтобы 


1) Picard.—Traité d'analyse. Paris 1891 t. I, р. 410—411. 
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“РЭГ 1,1-1 ГР 


б 


эта плоскость оскулировала съ кривою въ точкЪ (x, 2, 2), ДОЛЖНЫ 
выполняться условя: 
pdæ+qdy— dz = 0 
ра? 949—422 = 0. 
Первое изъ этихъ условй выполняетея тождественно на основани 
самаго уравненія касательной плоскости, второе же на основанін 


“перваго можетъ быть предетавлено въ форм5: 


(15) арӣ2+- адау = 0; 
введя обозначенія: 
022 022 022 
бул»! деду " ду — d 


и замфтивъ соотношенія: 
ар = таж- ау 
dq = 842:4-44у, 
напишемъ условіе (15) въ видЪ: 
т42°-4-28 dædy+ tdy? = 0. 


À А ау. 
Это уравненіе даетъ въ общемъ случаћ два значенія для 337 
5 da А da : 
(16) АЛ: (8,0), 12-51 (00) 


такъ что вообще черезъ каждую точку M поверхности проходятъ 
дв аесимптотическія лини (дЪйствительныя или мнимыя). Если 
будемъ перемБшать точку M на поверхности какимъ-нибудь обра- 
зомъ, то первое уравненіе (16) будеть опредфлять одну систему 
аселмитотическихъ auni, а второе уравнен!е — другую систему. 

Пусть R, и А, будуть радусы кривизны злавныхо нормаль- 
ныхъ C yenii поверхности въ точкЪ M, а Ю—радусь кривизны ка- 
кого-нибудь нормальнаго сЪченя поверхности въ той же точкЪ M; 
обозначая черезъ © уголъ между плоскостью послфдняго нормальна- 
го сЪченя и плоскостью одного изъ нормальныхъ с%ченій (нпр. TO- 
го, котораго радуеъ кривизны въ точкЪ M равень Ni, будемъ 
им5Ьть по извъетной теорем%: 


1 sin? — cos? 0) 


RI 7 В, 
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pe 
4 
DM 
AE, dé AR 


Если R, и R, пмфютъ одинаковые знаки, то съ измфнешемъ O знакъ 
R не м%няетея, и вблизи точки M поверхность расположена по 
одну сторону касательной плоскости. Если же А, и А, имфютъ pas- 
ные знаки, то А мїняеть свой знакъ при измъненіи ө; нормальныя 
сЪченія, соотвфтетвующя значеніямъ ©, опредфляемымъ изъ урав- 
нения: 


yo=+/ — A : (17) 
2 / 


имћютъ радіусъ кривизны безконечно большой, и точка M служитъ 
для нихь точкою перешба; касательная плоскость въ Toart М къ 
поверхности пересћкаетъ послЪднюю по линш, проходящей черезъ 
точку M; въ такомъ случаЪ говорятъ, что поверхность имБеть въ 
точкв М противоположныя кривизны (des courbures opposées). Tia- 
сательныя въ точкї М къ двумъ нормальнымь сфченямъ съ без- 
конечно большимъ радіусомъ кривизны въ этой точкЪ называются 
главными касательными поверхности въ точкћ М. 

Вообразимъ какую-нибудь кривую на поверхности, проходящую 
черезъ точку М. Выберемъ систему осей координать такъ, чтобы 
ось 2 была направлена по нормали къ поверхности въ точкЪ M, а 
за оси 2 и у примемь произвольныя двъ взаимно перпендикулярныя 
прямыя въ касательной плоскости къ поверхности въ TORS M. 
(Обозначая косинусы угловъ, образуемыхъ касательною къ кривой 
въ TORS М съ осями г и у черезъ 2 и В, будемъ имЪть: 


AER ZE, 


ЭД ша 024-2808 --+8°. 


Если выбранная кривая есть аесимптотическая линія, то для нея 
выполняется условіе: 


"4224-28 4х du A ву? = 0, 
или на основаніи соотношеній: 
dæ = а в, ау = В ds: 
ғо24-28 08-2 82 — 0, 


2 2 1 
такъ что для ассимптотическихь лин имЪфемъ: в=0, откуда за- 


1 
ключаемъ, что касательныя къ ассимптотичоскимь ЛИНЇЙМЬ COBNA- 
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зална 


e — 


даютъ съ главными касательными къ поверхности; но поверхность 
Hubert, дъйетвительпыя главныя касательныя только въ тъхъ TOY- 
кахъ, въ которыхъ она имфетъ противоположныя кривизны, поэто- 
му въ такихъ только точкахъ она bert, дъйствительныя аесим- 
птотическія лини. 


Составимъ общее дифференціальное уравненіе ассимптотичеб- 
кихъ лин поверхности. Пусть въ прежней координатной системћ 
заданы уравненія поверхности въ вид%: 


(18) = у, (u,v), y =), (u, v), 2), (и, v). 
Уравнен!е касательной плоскости къ поверхности въ TORB Mer, y, +) 
предетавимъ въ вид: 


(19) А(Х-а)--В(Ү-)--01(2-2):50, 
прпчемъ коэффишенты A, В, С связаны уравненіями: 


49 үнд фс — 


А “ди 


+В 
(20) 1 3 
х + В 2 3 e яй 


Если на м и о наложимъ какую-нибудь зависимость, нпр. выражая 
и, какъ функцію v, или выражая м и v, какь функци новаго napa- 
метра, то уравненія (18) предетавятъ нъкоторую линію на поверх- 
ности. Мы постараемся пайти такую зависимость между w nv, при 
которой уравненія (18) опредЪляли бы аееимптотичеекія лини п0- 
верхности. Для этого выразимъ условіе, что касательная плоскость 
(19) соприкасается къ кривой (18) въ точкЪ М; имћемъ: 


Adx+Bdy+Cdz=0 
Ad?x-+ В dy- Са = 0. 


На основаши уравненїй (20) первое изъ этихъ уравненій удовле- 
творяется само собою, второе же можно представить въ видЪ: 


AT du? u oy мад дий + 5 er dv? dë du һе SE 5 duc 26 Se я )+ 


(21) e SEL dE E fs дуг )=0. 
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Для полученія искомой дифференщальной зависимости между U Nv 
исключаемъ коэффищенты А, В, С изъ уравнений (20) и (21), посл 
чего находимъ: 


M ааз A m ;Чиа wiet 1 e? 2, ыг 5 Чи 42-42 3496 h a nde Lä A ЫГ dwt? > ен 5 dudo erg 24 do? 


3 ди Ken"? 
аш , ди 1 ди 
dir dja. 23 
дъ К до ? дө 


Прим%нимъ теперь полученный результатъ спеціально къ AH- 
нейчатымъ поверхностямъ. Одна система ассимптотическихь линїй 
линейчатой поверхности извћетна заранЪе: это — система ея прямо- 
линейныхъ образующихъ; въ самомъ дъл%, прямолинейную образу- 
ющую во воякой ея TOURÉ можно разсматривать, какъ нормальное 
оЪчеше поверхности въ этой точкЪ, имфющее безконечно большой 
радіусъ кривизны. Найдемъ вторую систему ассимитотическихь AM- 
ній линейчатой поверхности. 


Считая и функщею параметра v, будемъ имъть по уравненїямь 
(18) нїкоторүю кривую на нашей поверхности, текущія координаты 
которой: &, 7, С будутъ функціями одного параметра v. Прямолиней- 
ная образующая поверхности, проходящая черезъ точку (ё, 1,0, 
пусть образуетъ съ координатными осями углы, косинусы которыхъ 
суть о, В, 1; 0, В, т суть также функши параметра v. На этой обра- 
зующей въ разетояніи Г отъ точки ($, 7, ©) пусть будетъ точка TO- 
верхности (т, у, 2); положеніе каждой точки поверхности вполић 
опредълится двумя параметрами: (ur: дъйствительно, будемъ имЪть: 


2 — 6410, у = 1-18, 2= +. 


Подагая поэтому u=}, получимъ на основанін выведеннаго нами 
omaro дифференціальнаго уравненія ассимптотическихь линій елћ- 
дующее дифференціальное уравненіе ассимптотическихъ линій annei- 
чатыхъ поверхностей: 


4 аа 428 48 7114 4 
ан Su 22) 4:2--2 To didv, Ke H i) 4:2--2 E didv. ES 3 + 22) 404-2 E 4140 


dei 
dë da ат, di dt dy 
Se Зе r SE ée Hä 
2 5 8 » т 
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i 
лда! 


ЭЭЛ 


KR a Ar Se" ЭВДЭЖ Ae Pe WRC ТЖЕ а Е сг. аа уа а Kë 
А пае 158. = Е зт : 
Отбросивъ рЪшеніе de = 0, ведущее, очевидно, къ первой систем: 
ассимитотическихь линій, получимъ для второй системы үравненіе: 


2 + Ре+ О-В = 0, 
rab Р, Q, Е —опредъленныя функцій v 7). 

На основанш свойствъ интеграловь уравненія Риккати заклю- 
чаемъ, что, зная 1, 2, 3 ассимптотическихъь лини второй системы, 
мы найдемъ већ лини этой системы соотвЪтетвенно двумя квадра- 
турами, одною квадратурою или безъ интегрирования. 

Если l, l, 1, 1, обозначаютъ четыре интеграла полученнаго 


3 


уравнения Риккати, то будемъ имЪть: 


1 2.4 —& 225 


—= 00051 
Wee 4 


откуда видимъ, что ангармоническое отношен!е точекъ пересћченія 
какой-нибудь образующей съ четырьмя асеимптотическими линіями 
постоянно (для воёхь образующихъ) 2). 

Въ одномъ случаЪ заранфе извботны два рёшеня уравненія 
Риккати, а именно: когда прямолинейныя образующія линейчатой по- 
верхности принадлежатъ линейному комплексу; тогда функціи о, В, 
т, $, № С параметра v тождественно удовлетворяютъ уравненію вида: 


La+-MB+NY+P, (ту ELO, (ба EL, (8-1) = 0, 


ryb L, М, №, Р,, Qu В, — постоянные коэффиціенты, и, RARS показаль 
Picard 3), исходя изъ послъдняго уравненія, непосредетвенно можно 
найти одну ассимитотичеекую линію, которая пересЪкаеть каждую 
прямолинейную образующую въ двухь точкахъ, и, слЪдовательно, 
равносильна двумъ ассимптотическимъ линіямъ; въ этомъ елучаћ 
већ остальныя ассимптотическя линіи поверхности получаются по- 
средетвомъ одной квадратуры. 


1) Этоть результатъ впервые быль получень Bonnet (по ело- 
вамь Picard'a). 

2) Эту теорему доказаль геометрически Serret въ сочиненіи: 
„Théorie nouvelle géométrique её mécanique des lignes à double cour- 
bure.“ Paris, 1860 p. 169. 

з) Рісаға.-–„Арріісаііоп de la théorie ete.“ loe. cit. 
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Клебшь инымъ способомъ рьшаеть задачу изысканія ассимпто- 
тическихъ лин линейчатыхъ поверхностей 1). 


$ 6. Изыскане на данной развертывающейея поверхно- 
CTH кривыхъ, BCB касательныя къ которынь пересїкають 3a- 
данную кривую линію въ преетранетвБ 2). 

НамЪченная задача рьшаетея косвеннымъ путемъ посредетвомъ 
теорш коншруэнийй. 

Раземотримъ предварительно нъкоторыя свойства т. н. линей- 
ных конуруэнцій, на которыхъ будетъ основано рЪшеніе интересу- 
ющей насъ задачи, 

Пусть даны два уравнения: 


Р = Ant Ву 024-0 = 0 
Е = А+ В,у+С,24-.0, = 0 


ryb A, В, .... Р, — функцій двухъ перемфнныхъ параметровъ: ай b. 
Совокупность вефхъ прямыхъ, предетавляемыхъ этими уравненіями 
при всевозможныхъ значеніяхъ а и 6, называетея линейною KOMPY- 
энцїею (по Plücker'y). Черезъ всякую точку пространства‘ прохо- 
дить вообще конечное число прямыхъ конгруэнціи; черезъ нЪкото- 
рыя точки, играющія роль особенныхъ, можеть проходить безчи- 
сленное множество прямыхъ конгруэнціи. 
Устанавливая между а и b какую-нибудь зависимость вида: 
b= Ф (а), 

мы выд%лимъ изъ конгруэнци систему прямых, образующихъ сплош- 
ную линейчатую поверхность, т. н. поверхность конруэнци. Урав- 
nenie касательной плоскости къ этой поверхноети въ какой-нибудь 
ея точкВ (2, у, 2) боть: 

Adæ-+ Вау- С 

А, 4е- В, 4у- С, dz ~ 


(22) 


Гаян “9. | 1224-2600 ba +96 ea 112 


цаа. л 


зз ыи 


Есте рс р олет 


7 А. Clebsch. — „Леђег die Сигуеп der Hanpttangenten bei wind- 


schiefen Flächen. Сте!, 7. 1868. 1,ХУШ р. 151—161. 
2) Darboux —Leçons ete. t. П, 1889, стр. 1 и obt, 
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сг илэх ЧЕКА 


Аз 


KN 


МЕРС СУФЛЕР 


На какой-нибудь прямой L конгруэнци отмЪтимъ тъ точки, коорди- 
наты которыхъ удовлетворяютъ уравнению: 


дА дБ дС 21) дА 9В дС др 

Se e BEE 754. EE 
EE 2128, 40...00, 24, В 100, 

г дат ll | 2+0 тез 


число такихъ точекъ, очевидно, равно двумъ; будемъ эти точки на- 
зывать фокальными точками прямой Г. Для веЪхъ поверхностей 
конгруэнціп, содержащих прямую L, уравневів касательной пло- 
скости въ фокальныхъ точкахъ этой прямой имфетъ видь: 


дА ðB дс др 
дах + Вау + Сг SCH Са 
4,4:4-В8,4у--С,4г ðA, В, С, +90, i 
371) дэ “да. 
са довательно веб поверхности конгруэнцїи, содержашїя прямую L, 
имђютъ въ каждой изъ двухь ея фокальныхъ точекъ общую Kata- 
тельную плоскость. Исключая а и b изъ уравненій (22) и (23), no- 
лучимъ уравненіе геометрическаго мЪста фокальныхъ точекъ већхъ 
прямыхъ конгруэнци; это геометрическое мЪето будетъ нЪкоторою 
поверхностью, которую будемъ называть фокальною поверхностью 
кон руэнцїи: фокальная поверхность линейной конгруэнціи состоитъ 
изъ двухъ полостей, соотвЪтствующихъ двумъ фокальнымъ точкамъ 
каждой прямой конгруэнціи; одна или 005 полости могутъ обратить- 
ся въ частномь случаЪ въ линію или точку. 

Докажемъ, что каждая прямая L конгруэнщи касается фокаль- 
ной поверхности въ своихъ фокальныхъ точкахъ, и что већ поверх- 
ности конгруэнцш, содержащія эту прямую, касаются фокальной по- 
верхности въ тЪхъ же точкахъ, слфдовательно, касаются и между 
собою въ этихъ точкахъ. Для этого предетавимъ уравненіе (23) въ 
вид слЪдующихъ двухъ уравненій: 


DA 108 дс д0 220122 
227217 77427 в) Е Ra 0 
(24) 

96 РУ Е 
E 7 AE ti Së ei) Eet? Zo ECH 
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введя произвольный коэффишенть пропоршональноёти k; тогда урав- 
Henie касательной плоскости къ поверхности конгруэнщи въ одной 
изъ фокальныхъ точекъ прямой /. будеть: 


(4-5А,)4:4-(8--5В,)4у--(С-4С,)4:::0. (95) 


Чтобы получить уравнен!е фокальной поверхности, нужно изъ 
уравненїй (22) и (23) исключить а, b, k, или, что вее равно, ечи- 
тать въ этихъ уравненіяхъ а, b, k нЪкоторыми функціями 0тъ 2, у, 2. 
Для лолученія уравненія касательной плоскости къ фокальной MO- 
верхности въ фокальной точкЪ прямой L нужно дифференцировать 
уравненія (22) и (24), считая въ нихъ а, b, k— перемфнными. Если 
на основаніи уравненій (22) составимъ уравненіе: 


аР-КаЕ, = 0 


и замфтимъ, что члены, содержащіе da и db, исчезаютъ въ немь на 

основанш уравненій (24), то это уравненіе совпадетъ съ уравне- 

шень (25), чЪмъ требуемое и доказано. 
| Всегда (притомъ безчисленнымь множествомъ епособовъ) MOW- 
| но опредЪлить зависимость между b и а такъ, чтобы соотвЪтетву- 
ющая линейчатая поверхность конгруэнщи была развертывающаяся, 
| т. е такъ, чтобы веъ прямыя конгруэнцш, соотвфтетвующя этой 
зависимости, касались нъкоторой кривой (ребра возврата упомяну- 
той поверхности). Для этого будемъ пока считать b неопредфлен- 
ною функціею а, и въ этомъ предположенїй продифференцируемъ 
уравненїя (22) по независимому параметру а; получимъ: | 


үд дА db Л) òB. db с 9С а òD db 
а St GC 44777 EECH | ES 


96 да 
А, дА, dh òB др 7 А 
EE г let ов + ГОЁ Є SC man SÉ 44-99) 


Эти уравненія должны существовать совмботно еъ уравненіями (22) 
для того, чтобы соотвътетвующія прямыя конгруэнщи образовали 
развертывающуюся поверхность; исключая изъ четырехъ уравненій 
(22) и (26) 2, у, 2, получимъ искомую зависимость между Ùb и а въ 
ВИДЬ: 


А db 
7 (a, b, da == 0, 
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такъ что вообще задача группировки прямыхъ конгруэнціи въ pas- 
вертываюнияея поверхности требуетъ интегрированя нЪкотораго 
дифференціальнаго уравненя 1-го порядка; присутств!е произволь- 
ной постоянной въ общемъ интеграл этого уравненія доказываеть, 
что эта задача можетъ быть выполнена безчисленнымъ множествомъ 
способовъ. 


Замфтимъ, что уравненіе (23) получается, какъ результатъ 
, db хэрэх 
исключенія — изъ уравненй (26), слЪдовательно, какова бы ни бы- 


ла искомая зависимость между би а, какова бы, стало быть, ни 
была образуемая прямыми конгруэнци развертываюшаяся поверх- 
ность, ребро возврата поел$дней непрем$нно должно лежать на той 
или другой полости фокальной поверхности. 

Каждая прямая L конгруэнщи можеть принадлежать только 
двумъ развертывающимея поверхностямъ конгруэнцш; дЪйетвитель- . 
но, если фокальныя точки прямой L обозначимъ черезь Хи), то 
заключимъ, что прямая L принадлежить: 1) той развертывающейся 
поверхности конгруэнціи, ребро возврата которой лежитъ на первой 
полости фокальной поверхности и касается прямой L въ точк5 A 
и 2) той развертывающейся поверхности конгруэнцш, ребро возвра- 
та которой лежить на второй полости фокальной поверхности и ка- 
Gäeren прямой L въ точкЪ A, Такъ какъ каждая прямая конгруэн- 
win принадлежить двумъ и только двумъ развертывающимся поверх- 
ноетямъ, образованнымъ изъ прямыхъ конгруэнціи, то можемъ 
утверждать, что веб прямыя конгруэнцїи могутъ быть сгруппирова- 
ны въ систему развертывающихея поверхностей ДВОЯКИМЬ спосо- 
бомъ, или, иначе, что линейная конгруэнщя бодержить двЪ системы 
раввертываюшихоя поверхностей. 

Чтобы перейти къ нашей спещальной задач5, мы предиоложимъ, 
что одна полость фокальной поверхности, нпр. первая, сводится къ 
кривой линш, которую будемъ называть фокальною кривою; такимъ 
образомъ разоматриваемь случай, когда фокальная поверхность CO- 
стойтъ изъ фокальной кривой и однополой поверхности. Система 
развертывающихея поверхностей, которыя имъли бы ребро возврата 
на первой полости фокальной поверхности, сводится теперь къ CH- 
Great коническихъ ‘поверхностей, имфющихъ вершины на фокальной 
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кривой и касающихся однополой части фокальной поверхности. Tars 
какъ конгруэнція линейная, то, по основному свойству такихъ кон- 
груэнцій, веб прямыя конгруэнци, проходящія черезъ какую-нибудь 
точку фокальной кривой, лежатъ на одной плоскости, ёлїдовательно 
коническія поверхности въ данномъ случаЪ суть плоскости; при пе- 
ремфщени центра плоскаго пучка по фокальной кривой эта пло- 
скость огибаетъ вторую полость фокальной поверхности, сл дова- 
тельно вторая полость фокальной поверхности есть развертывающа- 
яся поверхность. 

Разыщемъ теперь систему развертывающихея поверхностей, 
ребро возврата которыхъ лежитъ на второй полости фокальной по- 
верхности. Представимъ уравнен!е фокальной кривой въ вид: 


&—=ф (2), у = ф (2). (27) 
Уравненіе прямой конгруэнщи можемъ написать въ форм5: 
Em А (6—2) | 


| , (28) 
Ve == (6—2) 

ГДЬ 5, 1, С —текущія координаты, а р и А произвольные параметры, 
связанные условіемъ вида: 


ар 1-0, 
характеризующимъ линейную конгруэнцю; a. В и т-нкоторын 
drugin отъ 2. На основанш послфдняго соотношеня можемъ ечи- 


тать А произвольною функціею отъ 2, а р. опредфленною функціею 
отъ À H 2: 


= МА №, 
гд обозначено: 


D 


CH ASA 
Ee E 29027 


Дадимъ z безконечно малое приращеніе dz; тогда 2 и у получать без- 

конечно малыя приращенія dæ и ду, А — получить нЪкоторое безко- 

нечно малое приращеніе dÀ, ар. получить приращеніе du. равное: 
ар. = Ма OTA №) dz, 

ГДЬ обозначено: 
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Bumbero прямой (25) получимъ смежную прямую: 
&—ж=— dr =À (t—z— dz) + (6—2) а 


(29) : 
ду = p (02—00) + (t—2) dy 


Опредълимъ A въ функц 2 такъ, чтобы прямыя (28) o6paso- ` 


вали развертывающуюся поверхность; для этого необходимо, чтобы 
уравнения (28) и (29) могли существовать совмБотно. Если бы мы 
въ этихъ уравненіяхъ замфнили р. его выражешемъ черезъ À и 2, 
затЪмь исключили À и изъ оставшихся трехъ уравненій опредЪлили 
È, 17, É, то мы получили бы координаты текущей точки ребра возвра- 
та развертывающейся поверхпости. Такъ какъ уравненія (28) и (29) 
должны существовать совмфетно, то должно также существовать 
уравненіе, получающееся въ результат исключенія $, 7, E изъ этихъ 
уравненій. Вычитывая первое уравненіе (28) изъ перваго (29) и 
второе (28) изъ второго (29), получимъ: 

dæ + (t—z) А – №2 =0, 

dy + (t—z) ар. — pdz = 0; 
исключая отеюда еще С, получимь: 
(30) (4в— №2) ар, = (dy — раг) dà. 
(Уравнение (30), очевидно, удовлетворяется, если примемъ: 

dæ = 0, ду = 0, 42 =0, 


== C, у = C; # = 0, 
rab Ci, Co, С, – какія-нибудь постоянныя, что соотвћтетвуетъ пло- 
скому пучку прямыхъ конгруэнціи, проходящихъ черезъ какую-ни- 
будь точку фокальной кривой; эта система отм$чена нами à priori). 
На основаніи выраженія для «р, представимъ уравненіе (30) въ вид%: 
Маха LOH AL №) dæ д2 (М-М) à dz?— dy dì+ Маг dì = 0; 


раздфляя веб члены этого уравненія на (dz)? и обозначая: 


М! Р№ Сү 
р - --Ё, Р — - 
Мф М—ф 3 М’ ф 25. Pie 0, 
ГДЬ: 
хайа ОЕ 4o- dy 
Lk сар 27422 
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1 Ge 
получимь уравнене Риккати: 
= + РА2+ +В =0, 


такъ что A есть функція Риккати оть 2. 
Замфтимъ, что прямыя конгруэнци, пересфкающя фокальную 
кривую, суть касательныя кривыхъ, служашихь ребрами возврата 


второй системы развертывающихея поверхностей; веб эти кривыя 
лежатъ на однополой фокальной поверхности, которая, въ свою оче- 


редь, есть развертывающаяся поверхность. Поэтому мы можемъ вы- 
сказать елЪдующее предложене: изыскан!е већхъ кривыхъ, лежа- 
щихъ на данной развертывающейся поверхности, касательныя къ 
которымъ пересћкаютъ данную кривую, сводится къ интегрирова- 
нію уравненія Риккати (данную кривую слъдуетъ принять за Qo- 
кальную кривую, данную поверхность за полость фокальной поверх- 
ности, тогда касательныя къ искомымъ кривымъ составятъ линей- 
ную конгруэнцію). Зная одну, двъ, три кривыя, найдемъ већ осталь- 
ныя соотвЪтотвенно посредетвомъ двухъ квадратуръ, одной RBA- 
дратуры, безъ квадратуръ. 

Въ двухь случаяхъ одна изъ искомыхъ кривыхъ заранће ns- 
вћетна, а именно: 1) когда данная (т. е. фокальная) кривая TAO- 
ская, то сБчене данной (т. е. фокальной) развертывающейея mo- 
верхности плоскостью этой кривой даетъ одно рЪшеніе нашей зада- 
чи; 2) когда данная кривая какая-нибудь, но данная развертываю- 
щаяся поверхность есть коническая, то частнымъ рёшенемъ задачи 
будеть пересъченіе данной конической поверхности еъ другою ROHH- 
ческою поверхностью, имфющею ту же вершину, что и данная, и за 
направляющую — данную кривую. Въ этихъ двухъ частныхъ случа- 
яхь можно посредотвомь двухъ квадратуръ найти већ искомыя 
кривыя. 


$ 7. Аналитическое опредђленіе линій кривизны поверх: 
ности, обертывающей систему еферъ '). 
Уравненіе: 
(2 — а)2-4-(у – 0)24-(2— с)2— 22 — 0, (31) 


1) Picard, Application ete. loc. cit. 8 23 стр. 361 и елд. 
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отнесенное къ какой-нибудь систем прямоугольныхъ осей коорди- 
нать, предетавляеть сферу съ центромъ въ точк5 (а, b, с) и еъ pa- 
діусомъ, равнымъ №. Если въ уравненіи (31) считать а, b, с, В 
функціями нъкотораго перемъннаго параметра t, то оно предетавитъ 
систему еферь, обертываемыхъ нїкоторою поверхностю. Характери- 
стиви поверхности, которыя въ этомь случа будутъ и ея линіями 
кривизны, опредЪляются уравненіемъ (31) совместно съ уравненемъ 
(32): 
> 

(8) (еа) 32 (у MË teo RI 
Такь какь уравненіе (32) есть уравнене подвижной плоскости, то 
заключаемъ, что совокупность уравнений (31) и (32) опредфляетъ 
систему окружностей. 

Пусть Dr iert, (o, у,2) какая-нибудь точка на огибаемой поверх- 
ности. Уравненія нормали къ поверхности въ этой точкЪ суть: 


и. РУ. 5-Е 


ИЛИ: 
р 2—7 2—сх 
| EA aT "ee 
(98) | ү 77? be — су 
2-0 2-0 


rab X, У, И—текущя координаты нормали. Въ точкЪ (2-4, y+dy, 
24-02) поверхности нормаль къ посл дней представится уравненіями: 


7 r Ve а2—сх 
ЕЕЕ 


| = SE SC Aas 


SE 2 E= 


(84) 


Если нормали (33) и (34) взаимно пересћкаютея, то должна удо- 
влетворяться зависимость: 


а) А 


характеризующая лини кривизны. Послъдняя зависимость MORETE 
быть предетавлена въ видЬ: 
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[(z—c)d(y—b)—(y—b)d (z—c) |da +[(x—a) d (z—c)—(z—c) d (x—a)] db+ 
+[(y—b) d (x—a) — (x — a) d (y—b)] с--0, (35) 
На основан совмБотныхь уравнений (31), (32) и (35) можно выра- 
зить координаты 2, у, 2 точекъ линій кривизны въ функціи параме- 
тра t. 
Если мы, далЪе, въ нъкоторой плоскости: 
Аг+ Ву- Cz = 0 
вообразимъ окружность радіуса ” съ центромъ въ началћ координате, 
то, называя черезь D уголъ, образуемый радіусомъ окружности, 
идущимъ въ точку (а, у, 2), съ прямою: 
Аж--Ву = 0, 
лежащею на пересфчени плоскости круга съ плоскостью гу, полу- 
чимъ для координать точки окружности слъдующія выражения: 


Эн Эв? ACrsinð ` Br сов 0. 
САЗ) (АЕС) РА 
ise BCrsinð ` ` Ат сов. 
й И(А?- В?) (А?-- В2-- С?) УАЗ В? 


уж 
ТГ А? В? С? 


reif, 


Чтобы нримфнить эти формулы къ случаю, соотвътетвующему нашей 
задач®, когда плоскость круга есть плоскость (32), а окружность 
опредфляется уравненіями (31) и (32), мы должны за координаты 
центра окружности принять выражения: 


25 Кан da 
дааа 
` E __ EaR db 
ая да2--462--4с? 
Kg В ав ас 
2 20 дада 
радіусъ г окружности мы должны опредълить по формул5: 
а ER 
МЕ da?+db? + de?’ 
k 
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А-аас Ваар бт дог 
поэтому, считая 0 угломъ между радусомъ, идушимь въ точку 
(а, у, 2) окружности, и прямою, проведенною въ плоскости окружно- 


сти (31, 32) черезъ центръ послЪдней параллельно плоскости 22у, 
найдемъ слЪдующія выраженія для координать точекъ окружноети 


(31, 39): 
De рар da dade rsin 0 ар .тсоѕӨ 
ааа» Ү( даз) да-а ас) "Kette 
ak рар аЬ db аст sin 0 ал сов 6. 
Y=? — ааг аа. Vda} do? (да-а Fdo)  Удаграв 
EE 
EE ваЕ de da?+db р | 


— ааа ас аа?-- 45? dc? 

Замфнивъ въ уравненш (35) 2, у, 2 полученными выраженіями, 
мы найдемъ дифференціальную зависимость между 0 и t, которую 
можно разематривать, какъ дифференщальное уравненіе второй CH- 
стемы линій кривизны; произведя указанную замну, получимъ NO- 
cab упрощен уравнене вида: 


ваа, T зіп 0+ Осоз 0--У--0, 
ryb S, T, U, У—функци t; подетановкою : 
tg 2 и zi) E 


приведемъ это уравненіе къ уравненію Риккати: 


а 
25°; + 2Tu+U(1—u)+ V (1+) =0. 
Взявъ какіе-нибудь четыре интеграла этого уравненія и назвавъ 
соотвЪтетвующия имъ значения 0 черезъ: D, 0,, Oz, O4, легко получимъ, 
какь въ $ 1: 
0, —0. 9, —0, 


sin 


BC 2 


SR РЕ 
2 зы 


2 2 


1) См. конець $ 1 гл. І ч, Ш. 
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откуда заключаемъ, что 4 точки пересъченія произвольной окружно- 
сти первой системы лин! кривизны какими-либо четырьмя линіями 
кривизны второй системы находятея въ постоянномъ ангармониче- 
скомъ отношении. 

Существуетъ цфлый класеъ поверхностей, имфющихъ одну IM- 
клическую систему линій кривизны, для которыхъ извБотна 4 priori 
одна линія кривизны второй системы; сюда относятея поверхности, 
обертывающія систему шаровъ, которые пересъкаютъ данную сферу 
подъ постояннымъ угломъ. Подвижная сфера пересъкаетъ данную 
неподвижную сферу по систем окружностей; обертка этихъ окруж- 
ностей есть линія кривизны неподвижной сферы, переоБкаюшей ora- 
баемую поверхность подъ постояннымъ угломъ; отсюда заключаемт, 
на основаніи теоремы /оахимсталя '), что эта обертка есть линія 
кривизны самой огибаемой поверхности; такъ какъ она пересћкаетъ 
каждую окружность первой системы линій кривизны въ двухъ точ- 
кахъ, то она равносильна двумъ отдЪльнымъ линіямъ кривизны 
такъ что веб остальныя аинш кривизны второй системы для pas- 
сматриваемаго класса поверхностей найдутся при посредетвЪ одной 
квадратуры. 


$ $. Къ вопросу объ отображен трехоснаго эллииеоида 
на илоскоети”). 

Изъ общаго Гаусеова рЪшенія задачи объ отображенш поверх- 
ностей на плоскости и на другихъ поверхноотяхь 3) слЪдуетъ, что 
задача отображенія ЭЛЛИПООНИДА: 


æ у? e ` 4 

CW zë ei 1 (36) 
на плоскости съ сохраненемъ подобія въ безконечно малыхъ эле- 
ментахъ сводится къ опредфлешю на эллипеоидЪ системы мнимыхъ 


кривыхъ, опредфляемыхъ дифференціальнымъ уравненіемъ: 


—— 
: 1) См. Picard, loc. cit. 

2) Weu, 10е. cit: 

3) По еловамъ Вейра. 
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(81) dap id te —0 1). 


Кривыя эти названы циклическими; это названіе объясняется ихъ 
характеристическимъ свойствомъ, состоящимъ въ томъ, что већ ка- 
сательныя къ этимъ кривымъ вотръчаютъ окружность мнимаго без- 
конечно удаленнаго круга”). Черезъ каждую точку поверхности 
эллипсопда проходятъ 2 циклическія линш, соотвётетвенно двумъ 
касательнымъ, которыя можно провести изъ этой точки къ окруж- 
ности мнимаго безконечно удаленнаго круга. Пусть будетъ А karaa- 
нибудь точка этой окружности, и а — полярная плоскость точки А 
относительно эллипеоида; пусть плоскость а переоБкаетгь эллипеоидъ 
по кривой а. Васательныя къ циклическимъ кривымъ одной CHCTE- 
мы въ точкахъ ихъ пересъченія съ кривою а. параллельны между 
собою, потому что онъ веъ направлены въ безконечно удаленную 
точку А. Еели заставимъ точку А описать всю мнимую окружность, 
то плоскость а 0богнеть нїкоторую коническую поверхность второ- 
го порядка съ вершиною въ центр эллипсоида. 
Координаты o, у, 2 точки А удовлетворяютъ уравнен 3). 


424-2--22::0, 


Hun 
“БҮРЖ A wë 
1 +(2) + (=) 24 

Положимъ: 

3 SC 

а к 
тогда будемь имъть: 

3 e Ң Vi -+ а, 

т. 6. 
(38) ау: = А: ИА», 


Уравнеше плоскости а можемъ написать въ DI: 


= 


1) См. Schering.—,Conforme Abbildung des ЕШрво!4ев auf der 
Ebene“. 1858. 

2) Извћетно, что веб схеричесюя поверхности въ простран- 
ствЬ пересъкаются безконечно удаленною плоскостью по одной и 
той же мнимой окружности (нм. imaginäre Кидейтеаз). Ом, Clebsch.— 
„Vorlesungen über Geometrie“, Leipzig, (Teubner); т. II, стр. 182. 

3) Cm. Clebsch, loc. cit. ? 
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такъ что каждому значенію параметра А соотвътетвуетъ опредћлен- 
ная кривая o. Проведемъ затЪмъ черезъ ось = плоскость: 

Y = ра; (39) 
мняя параметръ в, мы получимъ другую систему плоскостей, изъ 
которыхъ каждая пересБкаеть эллипсоидъ по нћкоторой опред лен- 
ной кривой. Лено, что параметры p MÀ можемъ считать криволи- 
нейными координатами точекъ на эллипсоид; каждая зависимость 
между рил опредВляетъь на эллипеоидъ нїкоторую кривую линию. 
Найдемъ, какова должна быть зависимость между р и А для того, 
чтобы она опредъляла циклическія лини эллинеоида. 

Пусть значению параметра ^-- 4» соотвЪтетвуетъ плоскость а, 
и кривая a, На кривой æ отмфтимъ произвольныя 4 точки: Р,, Р, 
P, Р,; какъ было замфчено, циклическія лини одной системы, про- 
ходящія черезъ эти точки, имћютъ въ этихъ точкахъ параллельныя 
касательныя. Положимъ что эти циклическія линш ветрвчаютъ кри- 
вую о’ соотвфтетвенно въ точкахь: Qi, Qo, Qos Qae тогда элементы 
циклическихъ линій: P,Q, Р,0,, Р,О,, Р,О,, совпадающие съ coor- 
вътетвующими элементами касательныхъ къ нимъ, будутъ параллель- 
ны между собою. Пусть центръ эллипеоида (совпадающій съ Haya- 
ломъ координатъ) будетъ O; тогда легко замфтимъ, что ангармони- 
ческое отношене пучка. прямыхь ОР, ОР,, OP, ОР, равно ангар- 
моническому отношенію пучка: 00,, OQ, OQ, О0,, и, елћдова- 
тельно, ангармоническое отношен!е пучка плоскостей, проведенныхъ 
черезъ оёь 2 и точки Р,, Py, Po, Р,, равно ангармоническому отноше- 
нію пучка плоскостей, проведенныхъ черезъ ось 2 и точки Q, Qo, 
Qo, Qa Можемъ на основан этого утверждать, что ангармоничес- 
кое отношеніе значенй p для точекъ Р таково же, какъ и для TO- 
чекь О; отсюда вытекаетъ, что отношеніе: 


bh. Ва 0а 

a i AE a. 
не мЪняется, когда четыре точки (À, 4), (А, №,), (À, ра), (А, м) mepe- 
мЪщаютея по циклическимъ линіямъ эллипсоида одной системы, OCTA- 
ваясь одновременно (т. е. при одномъ значеніи А) въ одной плоско- 
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сти. Это постоянство ангармоническаго отношенія характеристично 
для функцій Риккати, поэтому заключаемъ, что дифференціальное 
уравненіе циклическихъ лин! эллипсоида имБегь видь: 


4 
E + 124+ Ant 7 0, 


rab Г, М, № — нЪъкоторыя функцій А; ихъ можно вычислить на 
основаши уравнения (37), ветавляя въ него на мЪето 2, у, 2 ИХЬ ВЫ- 
раженія черезь № и à, опредъляемыя изъ уравнений (36), (38) и (39). 

ЗаранЪе ‘извЪетно одно частное рЪшеніе нашей задачи, а имен- 
но: циклическою линіею служитъ, очевидно, линія, по которой элли- 
пеоидъ касается развертывающейся линейчатой поверхности, прохо- 
дящей черезъ вышеупомянутую мнимую безконечно удаленную окруж- 
ность; поэтому BC циклическія лини трехоснаго эллипеоида мо- 
гуть быть найдены посредетвомъ двухъ квадратуръ. 
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DA ag KM Ae EE E 


kW wk gh? р, РТТ 


Ў 


ГЛАВА Ш, 
Придоженіе уравненія Риккати къ vg 


со 


$ L ОпредБленїе движенія твердаго тБла около неподви- 


жной точки но проекціямъ угловой скорости, заданнымъ въ ` 


функцій времени, 


Положеніе точекъ твердаго тала отнесемъ къ систем непод- 
вижныхь въ пространств прямоугольныхъ Декартовыхъ коорди- 
натныхъ осей É, т, С съ началомъ въ неподвижной TOURÉ О’ тверда- 
го тла; выберемъ, кромЪ того, систему прямоугольныхъ 066й 22, у, 2 
съ тъмъ же началомъ, неизмЪнно связанныхъ съ движущимся T$- 
ломъ; положеніе твердаго тЪла опредЪ ляется вполн5 9 косинусами 
угловъ, образуемыхъ осями 2, у, 2 съ оеями &, т, С (извЪетно, что 
только 9 изъ этихъ косинусовъ независимы); пусть эти косинусы 
будуть елћдующіе: 


| | у |: 
а | b ‹ 

1) а! b' с! 
Га а" b" с" 


Въ течен!е каждаго безконечно малаго промежутка времени дви- 
женіе твердаго т$ла происходить такъ, какъ будто бы оно враща- 
лось около нЪкоторой т. н. мгновенной оси, проходящей черезъ TOY- 
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т Ч тан Ч T "kt. ZEN "EE дэн CN, 


= e 


ку О; на этой оси откладывается въ извфетномъ направленіи BeK- 
торъ, изображающий угловую скорость твердаго Txa въ данный 
моментъ; проекцій этого вектора на OCH 2, у, Z пусть будутъ: P,Q,” 
(р, 9, " — функци времени); задача наша состоитъ въ опредфленіи 
а, а’, .....с" по заданнымъ въ функцш времени р, 0,7. 


Разсмотримь точку А неподвижной оси ё, лежащую въ разсто- 
anin ОА = 1 отъ начала. Точка эта неподвижна, поэтому проекции 
ея скорости на какія угодно оси равны нулю. Но по отношенію къ 
осямъ 2, у, Z точка А обладаетъ нъкоторою скоростью, составлен- 
ною изъ поступательной и угловой; проекщи поступательной CKO- 
рости на координатныя OCH X, у, Z равны производнымъ соотвЪт- 
ствующихъ координатъ по времени; проекцін же угловой скорости 
составляются по формуламъ Эйлера: 


Vo = 02 — Ty 
Vy = T£ — pz 
Vz = ру — QT. 


Такъ какъ координаты точки А въ биотем4 (L, у, 2) суть, очевидно: 
а, 0, с, то на основанш сказаннаго будемъ им%ть: 


да, 
A -+ cq—br nl 


db 


Ar +ar—cp= 0 


de 
Ar + 0р—а9=0 - 


ИЛИ: 
аа 5 
Эс 255007 TA 
r Жий 
ас 
T == aq— bp. 


По аналоги можемъ написать: 
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с! ? ! 
"ийг 1-р 
И 
Ir 
e = р" —с"9 
ар" и (1) 
и == р-а" 
Ч т а" "р 


Каждая изъ группь косинусовъ (а, b, с), (а', b', с’), (47, b", с") являет- = 
ся такимъ образомъ интегральною системою уравненій: 


da 

n 67—16 | 

dë ` 

Г ыйа ! (1) 
т O 

4 — 99 -ВР 


Задача наша сводится такимъ образомъ къ интегрировано системы 
(1); такъ какъ эта система имЪетъ интегралъ вида: 
а2--2--12-- 5 

то мы можемъ къ этой системъ примфнить методъ, изложенный въ 
$ 4 гл. 1ч. Ш, т. е. привести интегрированіе системы (1) къ инте- 
грированію уравненія Риккати съ двумя его частными интегралами, 
извфетными заранБе: останется выполнить одну квадратуру. Произ- 
вольное постоянное интеграцш опредълитея на основанш началь- 
ныхъ услов движенія. 


$ 2. Опредфлеше движенія твердаго тфла около neno- 
ДВИЖНОЙ точки по заданнымъ двумъ зависимостямъ между 
проекціями угловой скороети, 


Пусть между проекціями р, 9, г угловой скорости твердаго тЪла 
на оси 2, у, Z даны двЪ зависимости: 
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(2) Л (р, 9, ") =0, fa (р, Ф 1) = 0; 
по этимъ даннымъ требуется найти выраженія 9-ти косинусовъ въ 
функцій времени. 
Выразимъ 3 косинуса: а, b, с черезъ x, у по формуламъ (26) 
гл. 1; получимъ: 
(8) ЭР на оры ае PETIN | 
2—5 2—0 2—5 


ЗАРИР РТО А2 71232 


приїемъ а: и у мнимы и имфютъ ВИДЬ: | 
° И 1 
(4) —=т-м, y= —— 


m--ni` 


Выраженія (4) должны удовлетворять уравненію Риккати (27) гл. 1, 


которое въ этомъ случа имЪетъ видъ: 


du q+ip A 5 ES CEA 
we РВ KA, dere eet 


вставляя выраженіе 2 въ это уравнене и приравнивая нулю OT- 
ДЪльно дЪйетвительную часть, отдЪльно коэффиціентъ при мнимой 
единиц, получимь: 


ОЙ т Aalt alt рта 0 


(5) ап 
| T +rm-+4 p(l — m?+n?)— gmn = 0. 
u 
Исключая изъ уравнений (2) и (5) р, q,r, получимъ дифференщаль- 
ную зависимость между M, n и € вида: 


F (m, n, Se eh == 0 : 


изъ которой on Debat, посредетвомъ одной квадратуры ? въ функ- 
ШИ и т, считая N произвольною функціею т; въ томъ же пред- 
положеши мы затїмь по формуламъ (4) и (3) опредїлимь косинусы 
а b,c въ фупкціи времени; вторая квадратура дастъ остальные 6 
косинусовь. 


$ 3. Опредблеше движевія твердаго тБла около нено- 
движной точки, еели это движеше опредфляетея двумя Nepe- 
мБиными параметрами. 

Пусть движеніе твердаго тфла около неподвижной точки про- 
исходить въ зависимости отъ двухъ параметровь и и V, ИЗМЬНЯЮ- 
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м A Я 5 - ЕТ SN 
5 9875 
"e d ги 


P 53 

men co временем, такъ что ЕО e Seck Í р. Ы 

этихъ двухъ параметровъ. Положимъ, что при постоянномъ e и при _ | 

` измъненіи одного параметра м проекцш скорости выражаются, какь 
= eeng Dar отъ и, а при постоянномъ ми при измъненій ®— = 
оекцій скорости суть: ра, 01, Va — функцій OTS v; тогда аналогично 

ч 1 будемъ имъть двъ системы уравнен!й: 


т À а =" | “2 
4090 


д | Zë 
ара WS 


Замфтивъ соотношения ` 


de да du | да de 
dt ди dt ао dt 
ч : 48 98 аи, dë 


dt ди. dt + Se 


с 
ис 


== 85 


_ получинь на основанш уравнений (6) и (7): 


Ae PETR 
ав __ - 
ТЕ =1Р-Е 

4 

и =е0-ВР, 
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d р у Ce 
E Ми 7 eme We" 122 Эр сар! 


- 118 — 

с 
Ч 
ВЕР 2-1 


Р, Q, В суть проекцш угловой скорости въ разематриваемомъ дви- 
жен. 

Задача наша приводится къ интегрировано уравнений (6) и (7), 
интегрированіе же такихъ системъ уравненій еводитея, какъ было по- 
казано въ $ 5 ra. I, къ интегрирование одного уравненія Риккати. 
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ОПЕЧАТКИ. 


Стр. 7 ст. 10 св. вм. видь 0. б. видь, 
һо» Тон. вм. Риккати 0. 6. уравненя Риккати. 
„ 8 , D, слт»дуетб прибавить: Въ этомъ zk трактова- ` 
ли а иј Риккати Picard, Анисимов. 
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